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Estimacao das Distribuicoes da Estatistica
de Teste GRCR sob as Hipéteses Hy e H;

Alan L. Lemes, Dayan A. Guimaraes

Resumo— O detector GRCR (Gerschgorin radii and centers
ratio) foi recentemente proposto para o sensoriamento espectral
em sistemas de radio cognitivo. Seus principais atributos sdo a
baixa complexidade e a robustez frente a poténcias de sinal e
de ruido térmico desiguais e variantes no tempo. Neste artigo
apresentam-se os procedimentos e os resultados da analise de
aderéncia da estatistica de teste do GRCR a diversas distribuicdes
de probabilidade. Demonstra-se que a distribuicao Beta caracter-
iza adequadamente tal estatistica, sob as hipéteses de auséncia e
presenca do sinal sensoriado, permitindo que calculos teéricos do
desempenho e do limiar de decisio do sensoriamento espectral
sejam realizados.

Palavras-Chave— Radio cognitivo, GRCR, teste de aderéncia,
sensoriamento espectral.

Abstract— The GRCR (Gerschgorin radii and centers ratio)
detector was recently proposed to be applied in spectrum sensing
for cognitive radio systems. Its main attributes are the low
complexity and the robustness against nonuniform and dynamical
thermal noise and received signal power. In this paper are
reported the procedures and results concerning the goodness-
of-fit of the GRCR test statistic to several probability density
functions. It is demonstrated that the Beta distribution ade-
quately characterizes such a statistic, under the hypotheses of
absence and presence of the sensed signal, allowing theoretical
calculations of the performance and the decision threshold of the
spectrum sensing.

Keywords— Cognitive radio, GRCR, goodness-of-fit, spectrum
sensing.

I. INTRODUCAO

A escassez do espectro de radiofrequéncias se tornou um
dos principais obstidculos a expansdo dos atuais servigos
de telecomunicacdes e a criacdo de novos, principalmente
devido a politica de alocacdo fixa das faixas de operagdo.
Com o advento da quinta geracdo (5G) dos sistemas de
telecomunicacgdes e da Internet das coisas (Infernet of things,
IoT) esse problema tenderd a se agravar, pois milhares de
dispositivos irdo se conectar a internet utilizando tecnologias
de comunicac¢do sem fio [1], [2]. Porém, um recente estudo
realizado pela FCC (Federal Communications Commission),
constatou que faixas espectrais ja alocadas estdo subutilizadas,
possuindo taxas de ocupacao entre 15% e 80%, a depender da
hora e da localiza¢do geogréafica [3].

O conceito de radio cognitivo (cognitive radio, CR) [4]
surgiu como uma promissora solucdo para o problema da
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escassez espectral, na medida que permitird o uso compar-
tilhado entre os usudrios primdrios (primary users, PUs), que
sdo aqueles de detém o direito de uso de determinada fatia
do espectro de radiofrequéncias, e os usudrios secundarios
(secondary users, SUs), os quais acessam faixas primdrias
ociosas do espectro de forma oportunista, sem comprometer o
funcionamento da rede primdria. A técnica empregada pelos
CRs para auxiliar a rede secunddria a identificar essas faixas
ociosas é denominada de sensoriamento espectral [5]-[7].

O sensoriamento espectral pode ser realizado de maneira
independente por cada SU ou de forma cooperativa, sendo essa
ultima a mais adequada por mitigar o efeito do desvanecimento
do canal, do sombreamento e da estacdo oculta, explorando
a diversidade espacial [5], [6]. No sensoriamento espectral
cooperativo centralizado com fusdao de dados [5], os SUs
enviam ao centro de fusdo (fusion center, FC), por meio
de um canal de controle, as amostras por eles coletadas, ou
alguma grandeza delas derivada. Apds processar os dados
recebidos, o FC toma a decisdo sobre o estado de ocupacio
do canal sensoriado, informando sua decisdo aos SUs que,
por sua vez, passam a etapa de acesso ao canal dado como
livre. O sensoriamento cooperativo também pode ser realizado
por meio da fusdo das decisdes de cada SU sobre o canal
monitorado. No FC essas decisdes sdo combinadas por meio
de operagdes booleanas e a decisdo final € tomada e em
seguida informada aos SUs, como no caso da fusdo de dados.
As decisdes globais tomadas pelo FC sdo mais confidveis se
comparados com as decisdes individuais de cada SU devido a
cooperagdo entre as estagdes [6].

A. Defini¢do do Problema e Principal Contribui¢do

O desempenho do sensoriamento espectral é comumente
medido por meio da probabilidade de falso alarme, P, e da
probabilidade de deteccdo, Py. A primeira é a probabilidade
de se tomar uma decisdo global em favor da presenca do
sinal primdrio, dado que o canal sensoriado se encontra vago
(hipétese Hp). A segunda é a probabilidade de se decidir em
favor da presenca do sinal primdrio dado que, de fato, o canal
sensoriado esta ocupado (hipétese H;) [6]. Matematicamente,

P, = PI'[T > >\|Ho] = /OC f(t‘?'[o)dt =1—F(M\Ho), (1)
A

Py = PI‘[T > )\|7‘[1] = /Oo f(t‘r}‘[l)dt =1- F()\|H1), )
A

em que Pr[-] denota a probabilidade de ocorréncia do evento
em questdo, T' € a estatistica de teste computada de acordo
com a técnica de sensoriamento escolhida, A\ é o limiar de
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decisdo, f(t|Ho) e F(t|Ho) sdo, respectivamente, a funcdo
densidade de probabilidade (probability density function, PDF)
e a funcdo de distribuicdo cumulativa (cumulative distribution
function, CDF) de T sob a hipétese Ho, e f(¢|H1) e F(t|H1)
s@o respectivamente a PDF e a CDF de T sob ;.

Por meio de (1) e (2) se pode notar que, para calcular
as métricas de desempenho de uma técnica de sensoriamento
espectral, hd que se conhecer f(t|Ho) e f(t|H1) ou, equiva-
lentemente, F'(t|Ho) e F(t|H1). Esse conhecimento também
se faz necessdrio para computar o limiar de decisdo )\, esse
tipicamente configurado para se obter uma taxa de falso
alarme constante (constant false alarm rate, CFAR). Em outras
palavras, A é calculado para que se atinja a Py alvo, sendo
a P, governada pela razdo sinal-ruido (signal-to-noise ratio,
SNR) nas entradas dos receptores dos SUs. Entdo, tem-se que

)\:F_l(l—Pfa|HO). 3

sendo F~1(-) a fungdo inversa de F'(A|H,) definida em (1).
Em [8] foi proposta uma nova técnica de detec¢@o para sen-
soriamento espectral, denominada GRCR (Gerschgorin radii
and centers ratio), a qual se mostrou ser bastante robusta
nos cendrios de poténcias de sinal e de ruido desiguais nos
SUs, bem como variantes no tempo, situagdo essa comum
na pratica. Além disso, o detector GRCR tem a importante
propriedade de taxa de falso alarme constante e possui baixa
complexidade, pois necessita apenas do computo da matriz de
covariancia do sinal recebido para gerar sua estatistica de teste.
Neste artigo sdo apresentados os procedimentos e os resul-
tados da andlise de aderéncia (goodness-of-fit) da estatistica
de teste do detector GRCR a diversas distribui¢des de prob-
abilidade, sob as hipdteses de auséncia e de presenga do
sinal sensoriado, culminando com a escolha da distribui¢do
Beta como representativa das PDFs f(t|Ho) e f(t|H1). Adi-
cionalmente sdo fornecidas expressdes fechadas para célculo
de P, Py e A, e grificos que relacionam os parametros
da distribui¢do Beta com as varidveis sistémicas. O presente
trabalho é imprescindivel passo em dire¢do a obtengdo das
citadas PDFs por meio de métodos analiticos, como o método
dos momentos, para que se estabelecam as relacdes entre os
parametros sistémicos e os parametros da distribui¢do Beta por
meio de relagdes a serem incorporadas nas expressdes aqui
propostas para calculo das métricas de desempenho.

B. Trabalhos Relacionados e Estrutura do Artigo

Virias técnicas de sensoriamento espectral foram propostas
ao longo dos anos, destacando-se a deteccdo de energia, a
deteccdo por filtro-casado, a deteccdo por propriedades ciclo-
estaciondrias do sinal [5], [6], varias técnicas baseadas nos
autovalores da matriz de covariancia do sinal recebido [9], e
algumas baseadas no teorema dos circulos de Gerschgorin [8],
[10]. Pode-se classificar as técnicas de sensoriamento espectral
quanto a necessidade de conhecer informagdes a priori sobre
o sinal recebido. A deteccdo de energia e algumas técnicas
baseadas em autovalores sdo consideradas semi-cegas, ja que
precisam conhecer a poténcia do ruido na entrada dos recep-
tores dos terminais secunddrios. Algumas técnicas também sio
ditas semi-cegas, pois necessitam conhecer caracteristicas do

sinal primario, como € o caso da detec¢do por filtro-casado e
da deteccdo por propriedades ciclo-estaciondrias. Quando nao
€ necessdrio o conhecimento prévio sobre o sinal primdrio e
sobre a poténcia de ruido, a técnica é denominada cega, como
é caso de algumas técnicas baseadas em autovalores e das
técnicas propostas em [8] e [10].

Em termos da busca pelas distribui¢des de estatisticas de
teste diversas e correspondentes expressdes de célculo das
métricas de desempenho, pode-se citar o detector de energia,
para o qual o desenvolvimento analitico ndo é complexo por
demais [11], até andlises de extrema complexidade, como
€ o caso de alguns detectores baseados nos autovalores da
matriz de covaridncia do sinal recebido. Como exemplos, em
[12] utiliza-se o método dos momentos para parametrizar
a distribuicdo Beta para a estatistica de teste denominada
de razdo de Hadamard, sob a hipétese Hi. O método dos
momentos é também aplicado em [13] para caracterizar com
a distribui¢do Beta a estatistica denominada de teste de es-
fericidade. Em [14] demonstra-se que a distribuicdo Gamma,
devidamente parametrizada, pode ser utilizada para avaliar o
desempenho da técnica baseada em volume. Ha outras técnicas
de sensoriamento cujo desenvolvimento analitico em busca
das distribuicdes da estatistica de teste se torna tdo complexo,
ou até mesmo intratdvel matematicamente, que lanca-se mao
de técnicas empiricas. Por exemplo, em [15] determina-se
empiricamente que a PDF Log Pearson 3P pode ser utilizada
para caracterizar a estatistica de teste da técnica de maximo
autovalor sob a hipdtese H ;.

O restante do artigo estd organizado da seguinte maneira:
na Secdo II é apresentado o modelo de sistema e a técnica
GRCR. Na Secdo III descreve-se o método empirico utilizado
para andlise de aderéncia da correspondente estatistica de
teste. As relacdes entre os pardmetros da distribuicio Beta
selecionada e os pardmetros do sistema sdo descritas na Secio
IV, sendo também apresentadas as expressdes de célculo
das métricas de desempenho do sensoriamento. A Secdo V
traz alguns resultados numéricos para verificacdo da acuricia
dessas expressdes e a Secdo VI conclui o trabalho.

II. MODELAGEM DO SISTEMA

Neste artigo é considerado sensoriamento espectral central-
izado com fusdo de dados. Admita que haja m SUs ou um
SU com m antenas coletando n amostras (por SU ou por
antena) em cada intervalo de sensoriamento. No FC essas
amostras formam a matriz Y € C™*™. As amostras do sinal
transmitido pelos p usudrios primarios sdo dispostas na matriz
X € CP*™, Tais amostras tem distribuicdo Gaussiana de média
nula e varidncia unitdria, representando assim as variagdes
de envoltéria tipicamente presentes em sinais modulados e
filtrados. A matriz H € C™*P é a matriz de canal com ele-
mentos h;;, 1 =1,2,...,m, j =1,2,...,p que representam
o ganho do canal de sensoriamento entre o p-ésimo PU e j-
ésimo SU. De forma a modelar um canal com desvanecimento
Rayleigh plano e lento [8], esses elementos sdo varidveis
Gaussianas complexas de média zero e varidncia unitdria,
constantes durante o intervalo de sensoriamento. Por tltimo
a matriz V. € C™*" contém as amostras de ruido aditivo
Gaussiano branco (additive white Gaussian noise, AWGN)
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que contaminam o sinal recebido pelos m SUs. Assim, a
matriz de amostras dos sinais recebidos no FC € dada por
Y =HX + V. De posse de Y, o FC estima a matriz de
covariancia do sinal recebido, R = %YYT, em que { denota
a operacdo conjugado transposto. Em seguida, computa a
estatistica de teste do detector GRCR [8], de acordo com a

expressao s g
_ i=11%

T A @
em que R; = Z#Jﬁj\ é oraio e C; = ry é o centro do
i-ésimo circulo de Gerschgorin, para i,j = 1,2,...,m, sendo
r;; 0 elemento localizado na i-ésima linha e j-ésima coluna
de R. A constante 1/(m — 1), ndo utilizada em [8], garante
o suporte [0, 1] para T sem que o desempenho do teste seja
afetado. Finalmente, a decisao global é alcancada comparando-
se o resultado da estatistica de teste com um limiar de decisdo
Arse T' > X decide-se em favor da presenga do sinal primdrio;
caso contrario decide-se em favor de um canal sensoriado livre.

I11. TESTE DE ADERENCIA

Nesta secdo sdo apresentados os procedimentos e os resul-
tados da andlise de aderéncia da estatistica de teste do detector
GRCR a diversas distribuicdes de probabilidade, utilizando o
teste de Kolmogorov-Smirnov (KS) [16, p. 330 ], esse baseado
na comparagdo entre a CDF empirica da estatistica de teste
com a CDF tedrica candidata.

Seja t;, para ¢ = 1,2,..., N, o i-ésimo valor da varidvel
aleatéria de decisdo T do detector GRCR gerada computa-
cionalmente para um dado conjunto de pardmetros sist€émicos
e para a hipétese desejada (Ho ou Hi). A CDF empirica de
T pode ser determinada por meio de

. N
F(t)=+ 21:1 Iy <t (5)

em que [y,<; € a fungdo indicadora do evento t; < ¢, isto
é, I1,;<¢ = 1 set; <te 0 caso contrdrio. Por simplicidade
de notagdo, F'(t) = F(t|Ho) ou F(t) = F(t|H1), bem como
E(t) = F(t|Ho) ou F(t) = F(t|H,) conforme se desejar
analisar a hipétese Hp ou a hipdtese H;.

A estatistica de Kolmogorov-Smirnov, D, é a maior
distancia vertical entre F'(t) e a CDF tedrica F'(t), ou seja,

D= [P0 - Fie) o
— () — =l i f(t
= max () - 5 — Bt

A estatistica de teste 7' sob andlise se adere de forma
satisfatoria a distribuicdo tedrica selecionada se D for menor
que ou igual ao valor critico C, este dependente do nivel
de significancia «, o qual, por sua vez, estd associado ao
grau de rigor do teste de hipdteses que aceitard ou rejeitard
a distribuicao candidata. Como exemplo, se o = 0,05, que é
um valor comumente adotado na prética, a probabilidade de se
rejeitar incorretamente a hip6tese de que a amostra de 1" pode
ser representada pela distribui¢do candidata é de « x 100% =
5%. A Tabela I relaciona niveis de significincia com valores
criticos, considerando que a amostra da estatistica de teste em
andlise contém N valores, para N > 35 [16, p. 330] [17].
Note que um nivel de significAncia maior corresponde a um

valor critico menor, diminuindo a chance da amostra passar
no critério de aceitacdo. Para a = 0,05 tem-se C =~ 0,019.

TABELA 1
Niveis de significdncia, o, e valores criticos, C, para o teste de KS
« 0,2 0,1 0,05 0,02 0,01
CvN | 1,073 | 1,224 | 1,358 | 1,520 | 1,628

Inicialmente, N = 5000 valores da estatistica de teste T
definida em (4) foram gerados no software Matlab para cada
uma das hipéteses (Ho e H1) e para as 54 combinacdes dos
pardmetros sistémicos: p = 1 e 5 PUs; m = 5,10 e 20 SUs;
n = 50, 500 e 5000 amostras; SNR = —20, —10 e —5 dB.

As 54 amostras foram entdo exportadas para o software
EasyFit [18], que € uma ferramenta especializada para testes
de aderéncia. No EasyFit, o teste de Kolmogorov-Smirnov
foi realizado com 61 distribui¢des continuas candidatas, para
todos os niveis de significancia listados na Tabela 1.

Nas tabelas II e III estdo classificadas as distribui¢des que
mais vezes estiveram presentes entre as 10 primeiras colocadas
nos H4 testes executados, respectivamente para Ho e Hi. A
classificacdo em cada teste foi feita pela ordenacdo crescente
da estatistica de Kolmogorov-Smirnov, D, e a classificacido
final foi feita pela ordenacdo decrescente do numero de
apari¢cdes de cada distribui¢do. Nas tabelas estdo também
listadas as correspondentes médias dos 54 valores de D
obtidos por cada distribui¢do. O valor entre paréntesis apds
o nome de cada distribuicio € o nimero de parimetros da
correspondente PDF.

TABELA 1II
Classificagdo das distribui¢oes candidatas sob Ho
[ # ] Distribuicio [ Aparicoes [ D média |
1 Log-Pearson 3 (3) 52 0,008556296
2 Beta (2) 51 0,008361667
3 Fatigue Life (3) 51 0,008368519
4 Lognormal (3) 41 0,009145741
5 Nakagami (2) 40 0,009312222
6 Gen. Gamma (4) 31 0,010085926
7 Gamma (3) 24 0,010085926
8 Pearson 6 (4) 23 0,172906111
9 Gen. Extreme Value (3) 22 0,010627037
10 Error (3) 21 0,013667963
TABELA III
Classificagdo das distribui¢oes candidatas sob H1
[ # ] Distribuicio | Aparicdes [ D média |
1 Fatigue Life (3) 46 0,010028333
2 Log-Pearson 3 (3) 46 0,009832778
3 Gen. Gamma (4) 44 0,009855370
4 Lognormal (3) 42 0,010185556
5 Beta (2) 39 0,009743889
6 Gamma (3) 38 0,010687778
7 Pearson 6 (4) 31 0,064628148
8 Gen. Extreme Value (3) 29 0,010675370
9 Burr (4) 23 0,062330926
10 Pearson 5 (3) 21 0,012681481

Nota-se que apenas a distribuicdo Pearson 6 produziu val-
ores médios de D maiores que 0,019. Nota-se também que a
Unica distribui¢do bi-paramétrica presente em ambas as tabelas
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¢é a Beta, tendo sido aceita em todos os testes de aderéncia com
nivel de significincia o = 0,05 (valor critico C' = 0,019).
De fato, ela foi aceita em todos os testes de aderéncia com
o menor valor critico. Além disso, o valor médio de D da
distribuicdo Beta se situou muito préximo das distribui¢des
concorrentes mais bem colocadas. Sendo assim, conclui-se que
a distribuicdo Beta é adequada para modelar a estatistica de
teste do detector GRCR sob as hipdteses Hg e H;.

IV. PARAMETRIZAQAO DA DISTRIBUIQAO BETA

A PDF Beta é dada por f(t) = mtﬁl_l(l — )t
em que B(B1, B2) = ['(B1)'(B2)/T(81 + B2) é a fungdo Beta, I'(+)
¢ a funcdo Gama, 31, 2 > 0 sdo parimetros de forma e 0 <
t < 1. A CDF Beta ¢é definida pela funcdo Beta r%gularizada
incompleta I.(81,82) = m O$ =11 — 1) -1 essa
presente em vdrios software de calculo, como o Matlab (fungéo
betainc e sua inversa betaincinv). Entdo, Py, P, e A

podem ser facilmente calculados por meio de

Py =1—1Ix(b1,P2|H1), (7N
Py, =1 —Ix(B1, B2|Ho), (®)
A= If_lpfu(ﬂhﬂzmo)- )

Para determinar o mapeamento entre os pardmetros da
distribuicdo Beta e os parametros do sistema, N = 100000
valores da estatistica de teste " definida em (4) foram gerados
computacionalmente para cada uma das hipéteses e para cada
uma das 512 combina¢des dos seguintes pardmetros: p = 1
e 5 PUs; m = 5, 10, 15 e 20 SUs; n = 50, 500, 1000 e
5000 amostras; e SNR = —20,—19,...,—5 dB. Para cada
uma das combinagdes, 51 e 32 foram estimados por maxima
verossimilhanca, utilizando o comando betafit do Matlab,
sob Hy e H1. Como resultado, apés demorados experimentos
computacionais, os valores médios de 5, e (82 sob H, estdo
plotados na Figura 1 em func¢do do niimero de SUs, m, para
diferentes nimeros de amostras, n. Os valores médios de [,
e B2 sob H; estdo plotados nas Figuras 2, 3, 4 e 5, em fungéo
da SNR, para diferentes nimeros de SUs, m, e de PUs, p. Por
meio dessas figuras podem ser obtidos, de forma aproximada,
os parametros da distribuicdo Beta para vdrios conjuntos de
parimetros de sistema, permitindo que Py, P, e A possam ser
computados utilizando (7), (8) e (9), respectivamente.

V. RESULTADOS NUMERICOS

Para ilustrar o grau de precisdo dos cdlculos tedricos, a
Figura 6 mostra o desempenho da técnica de sensoriamento
espectral GRCR por meio de curvas ROC (receiver operating
characteristic), as quais relacionam (7) e (8) a medida que (9)
varia. Cada ponto nas curvas obtidas por simulagdo foi gerado
a partir de 50000 eventos de Monte Carlo. Tré€s conjuntos de
parametros sistémicos foram arbitrariamente escolhidos: (p =
1,m = 12,n = 50,SNR = —10 dB), (p = 3,m = §,n =
500,SNR = —10 dB) e (p = 5,m = 15,n = 5000, SNR =
—20 dB). Os correspondentes parametros da distribuicdo Beta
sdo: (B1|Ho =~ 218,1, Bo|Ho =~ 1528; B1|H1 = 76,5,
,82|H1 ~ 450), (61|/H0 ~ 99,1, BQ‘HO ~ 2402, 61|/H1 ~
44,9, 62‘7{1 ~ 707) € (61‘7‘[0 ~ 371,7, ,82|H0 ~ 29272,
B1|H1 =~ 373, B2|H1 ~ 28046). Se pode perceber na Figura 6
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Fig. 1. Parametros da PDF Beta sob a hipétese Hq. Esta figura é melhor

visualizada em cores e ampliada.
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Fig. 2. Parametros da PDF Beta sob a hipétese {1 para n = 50. Esta figura
¢ melhor visualizada em cores e ampliada.
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Fig. 3. Pardmetros da PDF Beta sob a hipdtese H1 para n = 500. Esta

figura é melhor visualizada em cores e ampliada.

que as curvas tedricas estdo proximas das curvas tedricas, com
maior proximidade para maiores valores de n, menores SNRs,
ou ambos. Como complemento, no caso da curva mais acima,
para Pr, = 0,1 tem-se A = betaincinv(0,9, 99,1, 2402) =
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Fig. 4. Parmetros da PDF Beta sob a hipétese 1 para n = 1000. Esta

figura é melhor visualizada em cores e ampliada.
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Fig. 5. Parametros da PDF Beta sob a hipétese 71 para n = 5000. Esta

figura é melhor visualizada em cores e ampliada.

0,045 e Py =1 —betainc(0,045, 49,9, 707) ~ 0,96, valor
esse em concordancia com a Figura 6.
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Fig. 6. ROCs tedricas e obtidas via simulagdo de Monte Carlo

VI. CONCLUSOES

Neste artigo foram apresentados os procedimentos e o0s
resultados da andlise de aderéncia da estatistica de teste
do detector GRCR a diversas distribui¢cdes de probabilidade.
Demonstrou-se que a distribuicdo Beta caracteriza adequada-
mente tal estatistica, sob as hipdteses de auséncia e presenga
do sinal sensoriado, permitindo que cdlculos tedricos das
métricas de desempenho e do limiar de decisd@o do sensori-
amento espectral possam ser realizados.

Como continuagdo das pesquisas pretende-se utilizar o
método dos momentos para se estabelecer o mapeamento entre
os parametros sistémicos e os parimetros da distribui¢do Beta.
Tal mapeamento serd entdo incorporado nas expressdes de
célculo das métricas de desempenho.
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