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Resumo— Este artigo apresenta alguns resultados da limitantes inferiores e superiores de probabilidddesrro

investigacdo  sobre  limitantes  superiores

de demonstra ser uma alternativa adequada a estes, caso

probabilidade de erro de bit para uma classe de permitindo que seja feita uma previsdo do compartam

c6digos produto de dimensa®, comprimento n°, taxa

do sistema em regides de baixas taxas de erro. Um

(1/2)° e distancia minima %, formada por cédigos subproduto da andlise de limitantes é a possibiéidde
componentes ii, n/2, 4) construidos segundo a regra previsdo de um eventual patamar “intransponiveléide

de concatenacdo generalizada. Os
fornecidos indicam que tal classe de cédigos, alée
possuir baixa complexidade, tem potencial

resultadosde bit (do termo em Inglésrror floor), fendbmeno que

ocorre a partir de um certo valor de relagdo sinle,

para onde as palavras-codigo de baixo peso comecam a

elevados ganhos de codificagdo tanto para canaisgovernar o desempenho do esquema de codificagdo de
AWGN quanto para canais com desvanecimento canal [Ran01, p. 31], ndo permitindo que a taxardede
Rayleigh. O método de analise de limitantes é calba bit seja reduzida de forma significativa com o antoela

num limitante de unido para codigos concatenados relagdo sinal-ruido. Critérios de projeto de césdigo
separados por entrelacadores temporais. O artigo corretores de erro também podem se valer do estedo
ainda apresenta uma revisdo sobre este método elimitantes. Por exemplo, em [Ben98a] e [Ben98b] séo

algumas sugestbes que visam facilitar

implementag&do computacional.

Palavras chave cédigos produto; codificagdo de canal;

limitante superior de probabilidade de erro de bit;
limitante de unido.

Abstract — This article presents some results of an
investigation on upper bounds of bit error probability
for a class of D-dimensional product codes of length n°,
rate (1/2)° and minimum distance 4°. The component
codes are (n, n/2, 4) codes constructed according to the
generalized code concatenation rule. The considered
class attains a simple implementation and the results
shown reveal potential for considerable coding gains for
the AWGN and Rayleigh fading channels. The method
for bound analysis is based on a union bound for
concatenated codes separated by interleavers. The
article also presents a detailed review of such method
and some suggestions that aims at simplifying its
computational implementation.

Key words — product codes; channe coding; upper
bounds on bit error probability; union bound.

I. INTRODUCAO

a suaconsiderados tais limitantes, aplicados a projades

cédigos concatenados.

Para cédigos de bloco lineares, a analise de fitaita
de probabilidade de erro de bit é calcada na a&ndlis
distribuicdo de pesos destes codigos. Para muibss d
cédigos conhecidos ja existem métodos analiticos
classicos que permitem que as suas distribuicogese
sejam obtidas. Entretanto, outros cédigos ainda né&o
tiveram suas distribuicbes de peso analiticamente
reveladas. A situacdo se torna ainda mais complexa
guando se trata de cddigos concatenados separados p
blocos de entrelagadores temporais.

Embora possam ser identificadas varias formas para
estimacdo de limitantes para codigos concatenados,
podendo ser citadas como exemplo aquelas consaferad
em [Kas97] e [Her99], optou-se neste trabalho pitzar
0 método sugerido por S. Benedetto al. em [Ben96],
[Ben98a] e [Ben98b], e reapresentado em [Ben99], po
questdes de simplicidade e por ser suficiente a
investigacdo aqui considerada. A idéia bésica deste
método consiste em se escolher a regra de entredata
temporal de forma independente e uniformemente
distribuida dentre um rol das possiveis permutacidss
bits de entrada do entrelagador, neste contexto
denominado “entrelagador uniforme”. Com essa
alternativa a analise passa a corresponder a uélsen
de comportamento médio, levando a calculos de
“limitantes médios” de probabilidade de erro de bit

Sabe-se que a simulagéo € uma (til ferramentagpara As demais secdes desse trabalho encontram-se
avaliagao do desempenho de esquemas de codifid@céqyrganizadas da seguinte maneira: a secéo Il ralgsms

canal. Entretanto, para sistemas com esquemasgsoder conceitos
em regifes onde a taxa de erro de bit média é rhaii@,

limitantes de
apresenta as

sobre a estimagdo de
probabilidade de erro. A secdo |l

seria preciso aguardar muito tempo para que Ufrramentas para célculo do limitante superior deima

determinad_o namero _de erros pudesse ocorrer defarmyerossimilhanca para a probabilidade de erro dephit
tornar confiavel a estimativa desta taxa de erros@de Cédigos de bloco lineares concatenados em série, em



canais AWGN e Rayleigh, segundo o método considerad "
em [Ben99]. As abordagens das sec¢Ges Il e Ill visam P, SZP(XI R Xm) 3)
auxiliar o leitor numa eventual implementacdo deste m=2
método para a analise de outros cddigos de bloco

p ) . ) onde x; corresponde a palavra codigo toda-nula. Mas a
concatenados em série e também visam situar as, .- P P 9

simplificacbes sugeridas nesse artigo no contexio &)_robabllldadeP{xl — Xn} depende, como em (2), da

. , ~ . distancia Euclidiana entre as duas palavras-cédigo
referido método. Na secdo IV é apresentada a clisse . o
o o S consideradas. Para uma palavra-codigcom peso de
coédigos produto alvo da analise de limitantes e s

registrados e comentados alguns resultados. Fintéme?_?ammmgw”" sabendo que a energia da forma de onda

~ ! L transmitida em cada intervalo de sinalizacdo Male
na secao V, registram-se um breve sumario do trakml LT :
2. Joules, para a sinalizacéo antipodal tem-se
outros comentarios complementares.

42, =[5, |* =w,|JE -[-VE.)

[I. L IMITANTE SUPERIOR DE PROBABILIDADE DE ERRO = 4w, E, = 4w, R E,
DE BIT

2

(4)

ondeR; = k/n é a taxa do cédigo g, = EJ/R. é a energia
Nesta secdo sdo revisados os principais fundamentaédia por bit de informagdo. Levando os resultd8pe
relacionados ao estudo de limitantes superiores (#® em (2), a probabilidade de erro de palavra para
probabilidade de erro de bit para coédigos de blocgnalizagéo antipodal em canal AWGN, sem quantizacé
lineares em canal AWGN e Rayleigh. no receptor e com decisdo suave, pode ser detefanina

por [Ben99, p. 511]
[I.1. A probabilidade de erro par-a-par e o limitante

M
de uniso P <iVerfd [WeRE
) 2; N, (5)

A discussdo sobre limitantes superiores de
probabilidade de erro de palavra em sistemas com Agrupando, no conjunto da8 palavras-codigo, a&,
codificacdo de canal inicia-se em torno do concdigo Palavras-codigo de mesmo pesopode-se escrever (5)
probabilidade de erro par-a-paP{s — s}. Essa é a C€Oomo [Ben99]
probabilidade de, tendo-se transmitido o ssaler-ses |
mais proximo do vetor recebidodo ques, i =j =1, 2, p sl > A erf /hR:Eb (6)
..., M. Para um sistema com modulag@earia qualquer, P2, No
se § € transmitido, um erro ocorre se um dos demais _ .
sinais é escolhido pelo receptor. Mas sabe-se queS@don o comprimento de cada palavra-codigd.& a
probabilidade da unifio de eventos é menor que @ soffiStancia minima de Hamming do codigo (que € igual
das probabilidades de ocorréncia de cada everfNOr peso dentre as palavra-cédigo, excetuando-se

individualmente considerado. A esse limite é dado RAlavra toda nula). Atraves de (6) pode-se percgber
nome delimitante de unidp que no presente contextoPara que se possa determinar a probabilidade dederr

=dpin

pode ser escrito como palavra € necessario conhecer a distribuicéo oes s
palavras-cédigo. A esta distribuicdo normalmenspais-
P.(s)< ZP{S - s} 1) se uma fun¢éo, a Funcao de Distribuicdo de Pes&s (W
si%s do InglésWeight Enumerating Functipndefinida por

onde Py(s) € a probabilidade de, tendo-se transmitido a n .
palavra-cédigos, ter-se a decisdo tomada em favor de A(H) =Z/%H (7)
qualquer outra palav# s. n=o
A determinacdo da probabilidade de erro de palavemdeH é uma variavel auxiliar A& ja foi definido como o
média,P,, deve levar em consideracdo uma média de (hjimero de palavras-codigo de péso
em todas asM possibilidades das palavras enviadas
através do canal, levando a [Ben99, p. 191] [I.2. Probabilidade de erro de bit para cddigos de
bloco lineares
pslSylend 0
PTME452 2,/N, Para o calculo da probabilidade de erro de bit-deve
levar em consideracdo o nimero de eventos desemdp
onded; = | — 5| é a distancia Euclidiana engees eN, a probabilidade de ocorréncia de cada evento padder
é a densidade espectral de poténcia de ruido. Magper um valor que € funcdo do nimero de bits emenro
propriedade do erro uniforme [Ben99, p. 505] diie @ cada evento. E necessario, entdo, conhecer namsome
probabilidade de erro condicionada a transmissasnue distribuicéio de pesos das palavras codigo, maséianab
dada palavra-cdédigo ndo depende de qual seja edistribuicdo dos pesos das palavras de informagéo
palavra. Esta é uma propriedade valida para cédigassociadas as palavras codigo de cada peso. Uma
lineares e permite que a probabilidade de erroagzar expresséo que traduz esse procedimento pode s&9Be
possa ser avaliada admitindo-se o envio da patada p. 513]
nula. Assim ndo € necessério efetuar a média é=pléc M w(u)
em (2) e pode-se escrever a probabilidade de ero d P :Z i
palavra média como sendo = K

P(x; 1x1) (8)



ondeM = 2 é o nimero de palavras-codigrfx; | x;) € a 1ll. P ROBABILIDADE DE ERRO DE BIT PARA CODIGOS DE
probabilidade de ser decodificada uma palavra-oOodig BLOCO LINEARES CONCATENADOS EM SERIE
diferente da palavra-cédigo toda-nuta, dado que a
palavra toda nula foi transmitida w(u;)) € o peso de Nesta se¢do, os conceitos abordados na secamanteri
Hamming da palavra de informagdo de compriménto sdo aplicados ao estudo de limitantes de probab#idle
que gera a palavra-codigp erro de bit para cédigos de bloco lineares conediss
Pelo fato do calculo envolvendo (8) apresenteam série. O estudo analitico de esguemas com
complexidade exponencialmente crescente kmo concatenacdo paralela ou serial apresenta inquéasés
limitante de unido é utilizado em vez do calculatex desafios, principalmente quando o cddigo resultante
através de (8). Como a probabilidade de erro deé bitlongo. Em [Ben96], [Ben98a] e [Ben98b] é introduzid
funcdo ndo somente da distribuicdo de pesos dagrpsd uma forma alternativa para o tratamento analities d
codigo, mas também dos pesos das palavras dmncatenacbes paralelas e seriais, buscando reduzir
informagdo associados as palavras-cédigo de womplexidade inerente das andlises tedricas cidssis
determinado peso, utiliza-se no célculo do limi#ade ferramentas propostas em [Ben96] para o estudo da
unido a Funcéo de Distribuicdo de Pesos de EnSattia concatenacgéo paralela e em [Ben98a] e [Ben98b] gpara
(IOWEF, do Inglés Input-Output Weight Enumerating concatenacé@o serial, ambas reapresentadas em [Ben99

Function), definida como [Ben99] sdo baseadas na andlise de um desempenho médis dess
. esquemas. A andlise apresentada nestes artigdsaélaca
B(W,H) = ZZ B, W"H" (9) em limitantes de probabilidade de erro calculadparér
w=0h=0 de uma “distribuicdo média” de pesos do cadigo

. , s concatenado. Esta distribuicdo leva em considergg&o
onde B,, € 0 numero de palavras-codigo de péso . P
: o entrelacador temporal existente entre os cdodigos

geradas por palavras de informacdo de pesoAs . . . e
e ~ o - ~ componentes € um dispositivo probabilistico, o
varidveisW e H sdo variaveis auxiliares. A Funcdo de

AT ; . entrelacador uniforme, levando, entdo, a uma anéls
Distribuicdo de Pesos (WEF) pode ser facilmentelata P ' ' ~
partir da IOWEF [Ben9, p. 514]; comportamento médio do desempenho da concatenacéo.

O uso do conceito de entrelagador temporal uniforme

n . simplifica significativamente a avaliacdo de desenhp
A(H) = AW, H)‘Wzl :Z/%H ' de codigos concatenados, apesar do resultado atficlo
) =0 (10) refletr o desempenho real, dada uma regra de
onde A, =Y B,, entrelagamento temporal especifica. Contudo, emJ&e
wo demonstra-se que o desempenho obtido por meio de um

o . ntrelagador temporal uniforme é atingivel ao meyms
As distribuicdes de pesos para qlguns cophgos £n entrelacador temporal com uma regra de
bloco, em qualquer dos f_o_rmatos anteriormente desc( entrelacamento especifica; e, de fato, uma regaljger
podem ser obt!da_s qn’S\htlcamente. Para~ outros osd!gge entrelacamento temporal escolhida aleatoriamsate
contudo, as distribuicbes de pesos ndo foram aindgmortara, com grande probabilidade, de formaairai
analiticamente encontradas e calculos computasion@isyia  Por outro lado algumas simples regras de

podem ser empregados nestes casos como forma g ejacamento ja conhecidas podem levar a lingigant

estllgna-las.d _ exidad de cAl abaixo do limitante médio. Mais adiante é apreskntan
ara reduzir a complexidade no processo de CAleul0 gyempio deste caso.

limitantes, principalmente quando estNe CélCUlO&ﬁZﬂ}dO . Através da andlise dos resultados fornecidos em
por computador, em vez da funcdo IOWEF €& majgengg) [Bengga], [Ben98b] e [Ben99], conclui-aged
conveniente operar com uma matriz dos coeficied®es ;,mento do bloco de entrelacamento temporal em
IOWEF (aqui denominada IOWEM, por razdo obvid)egquemas com concatenacdo paralela ndo traz
Nesta proposta de simplificagdo, os elementos néasn significativos ganhos de desempenho e, além disso,
da IOWEM de ordemk(+ 1)x(n + 1) correspondem aos pnequeno acréscimo no desempenho tende a se saturar
valores deBy,, localizados nav-ésima linha e na-€sima  partir de um determinado comprimento deste bloco de
coluna. No mapeamento da IOWEM para a IOWEF, gnirelacamento temporal. Por esta razdo optou-tee pe
expoente da variav®l corresponde aos indices das “nhaéoncatenagéo serial inerentemente presente nauestru
da matriz IOWEM (pesos das palavras de informag@®), de um codigo produto, para a qual o comprimento do
expoentes da variavéd correspondem aos indices dagnrelacador temporal é naturaimente elevado adaedi
colunas dessa matriz (pesos das palavras-cédigm €que se aumenta a dimensao do cddigo.
coeficientesB,,;, correspondem aos elementos ndo nulos
na matriz IOWEM, localizados nas coordenadgdy. 1.1, Andlise de limitantes para concatenacdo sél

O limitante superior de probabilidade de erro de bije qois c6digos de bloco em canal AWGN
para o caso de decodificagdo de maxima verossingiéha
com decisdo suave e quantizagdo infinita, em canal p Fig. 1 mostra o diagrama em blocos da

AWGN, pode ser estimado através de [Ben99, p 514]  concatenacdo serial de dois codigos de bloco. Ela é

‘ n hRE formada por um cddigo externm@ mK de taxaR.. = k/q
P gzﬂ Z B erf hRE, (11) conectado, via um bloco de entrelacamento tempi@al
b 2k w,h N . PO T .

w=1 2K h=g 0 comprimentoN = mg a um cédigo internonfn, mg) de

t i =a/n, ltand odi de t
ondeR; =k/n é a taxa do cédigo. F?CXQSCRC— k/r?./n resultando em um codigeng, mK de taxa

min



e o, < aade novamente apresentada a seguir, com ligeiras

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""" modificagcbes de notacdo de forma a levar em conta
Informacac codigo de Cédigode || operacdes pama= 1:
mkbits[ﬁ> bloco externo :> Ent’\rle_lar%ador [> bloco interno I> P ¢ P

! k/g = mk/N =mq g/n=N/mn |[i N RCM K"

a | et -3 BT B

B e e e e ’h

W = N (14)
[

Fig. 1. Diagrama da concatenacéo serial de cddigos
de bloco (adaptado de [Ben99]).

. o o Em (14), tomando como auxilio a Fig. 1, tem-se:
O numero de palavras-cédigo de pésao codigo

concatenado assopiadas as palavras de informagéo (e ST sdo os elementos da matriz IOWEM do c6digo
pesow, param = 1, é dado por [Ben98b, p. 912] w,h . )
com concatenacdo serial, de ordemi1)x(mn+1).

BC. _i BVC;, ‘f,; Seus valores correspondem ao numero de palavras-
W’h_|:o N (12) cédigo de pesomh associadas as palavras de
| informagdo de pesanw, sendo mh o peso das

palavras-cédigo do novo cdédigo inter@ de taxa
Para blocos de entrelacamento temporal de tantdnho \/mn associadas as palavras de informacéo delpeso
= mkem > 1, em [Ben98b] sdo apresentadas expressdes € Ondel € o peso das palavras-codigo do novo codigo
derivadas da expressdo (12) em formatos que emaive ~ €xternoCe de taxamkn, associadas as palavras de

Funcdo de Distribuigio de Pesos Condicional (CweF, ~ informacdo de pesank k € o comprimento das
Inglés Conditional Weight Enumerating Functjordos palavras de informagéo do COd',g(? basico extemee
codigos componentes, definida como [Ben99, p. 514] ptcomprlmento das palavras-cédigo do codigo basico
interno;
B,(H) :Zn:BwhHh :iaWB(W,H) (13) BVCV‘; e th sdo os elementos das matrizes IOWEMs
ho wooawWY | da mésima poténcia das funcdes IOWEFs dos

) cédigos externo e interno, respectivamente. Tais
Portanto, o procedimento apresentado em [Ben98a] matrizes possuem  ordem mKrL)x(N+1) e

para que seja estimada a distribuicdo de peso$digac (N+1)x(mn+1)
concatenado parm > 1 pressupfe o0 conhecimento das ’
IOWEFs dos codigos componentes, elevadas ao expoeq
m, de forma que, a partir destas, seja possivelr ase
CWEFs e seja finalmente possivel estimar a IOWEM do
cddigo concatenado. A partir da IOWEM do cddigo
resultante, o uso de (11) permite que seja estintado
limitante superior de probabilidade de erro dephita a
concatenacao serial, em canal AWGN.

respectivamente para o0s codigos
externo e interno;

U N= mq é o comprimento do bloco de entrelagamento
temporal, mdltiplo inteiro do comprimento de uma
palavra-cédigo do codigo externo de tax&dmq =

k/q.

O algoritmo que permite obter a matriz dos
coeficientes dan-€sima poténcia das funcdes IOWEFs

C?m 0 aumento dlo compénmento do ?t'gco d8os codigos componentes para concatenacdo pasalela
entrelacamento temporal, 0 uso da expressao (IB)r#® eria| sem a realizagio de manipulagdes simbddicas
computacionalmente cada vez mais complexo. Este fat

também observado em [Ben98b], sinaliza que o granﬂ‘f‘goritmo 1
namero de termos a somar nestas expressdes ghiando '

100 pressup(”)e~ gue as somas sejam truncadas de eforn][g dada a matriz IOWEM de ordekar{)x(n+1), obtida
tornar a solugdo do problema algo computacionaknen a partir da IOWEF do codigo componente K) em

razoravgl emnt\?rwoiddeﬁ;?njplng|d;dteribe ;te[np((j). O aso d guestdo ou a partir de calculo computacional, adei
Operacoes envolvendo AEICOEsUe TIStribuicao de pesos 5 g5 gireita uma matriz con{m-1) colunas todas

ta,rlnb?m representa'lymgl Ilmlta(;ato da |mplgmentagao~dos nulas, gerando a matriz IOWEMonde o subscrite
calculos com o auxilio de computador, pois pressupd significaestendida

ut|I|lzJa(;ac; de caI(I:tqus ‘:‘.'mbgl'cosa . lexidade d 2. transforme essa nova matriz IOWEBmM um vetor
ma forma alternativa de reduzir a complexidade dos oy gy gque contenha todos o0s elementos de

prob(ljemas rpenmtzjnados ?0. p?ragéafolgr\llt/eErlgr resile IOWEM,; o primeiro elemento do vetor IOWEV
uso das matrizes dos coelicientes oas S no corresponde ao elemento na primeira linha e prameir

ICSS\'IQEOG cdomponentest,)t_(aj\s IOWEtM.ZiEéPQrem, ?S NOVaS :oluna da IOWEM o segundo elemento corresponde
S devem ser oblidas a parlir meesima potencia ao elemento na primeira linha e segunda coluna da

dfflls flungoe_s tl)(?IWEFS e ;I)aradele;/a}doi va[orem,deats IOWEM,, e assim por diante; o Ultimo elemento do
calculos SIMDOICos envolvendo lais UNcoes Sealorm oy ey corresponde ao elemento da ultima linha e
impraticavel. De forma a evitar este significatigoas e
; lizavel trabalho adici | X Ultima coluna da IOWEM

vlezest Irrealizave dra a o_t_a Iciona _sugere-lselagu . sem =1 va para o proximo passo. ®e> 1, parg
2(?\?;;?8\/\?;&12(10? C%e(jrir;(')'sr c(glrjneposr?éigscp?a?;i ZS aS yariando de 0 a2 crie, de forma recursiva, o vetor

; A o IOWEV,; ~ IOWEV, O IOWEV,.1;, onde ‘C”
partir das IOWEMs originais desses cédigos. Tendo representa uma operacéo de convolugo discreta:

calculadf) -as, pode-se aplicar EXPressoes lder|vddas 4. transforme o vetor IOWEMem uma matriz de ordem
expressdo (12) de tal sorte que seja obtida a zmatri .

IOWEM do novo cédigo concatenado. A expressao ¢12) (kmt1)x(knt1). Esta matriz € a matriz dos
4



coeficientes dan-ésima poténcia da funcdo IOWEFO limitante de probabilidade de erro de bit méaieapum
do novo cédigo componenta, mk) em questao. esquema de codificacdo formado pela concatenacgab se
ilustrada através da Fig. 2, em canal AWGN, pode se

Para aumentar a velocidade dos -calculosalculado através da expressédo (11).
computacionais envolvendo o Algoritmo 1 pode-saape A distribuicdo de pesos do cédigo concatenado pode
com a matriz dos coeficientes da Fun¢do de Distdlou ser determinada em termos médios usando a mesiaa idé
de Pesos de Entrada-Paridade (IRWEF, do Irgl@gt- dos entrelagadores temporais uniformes de S. Btnesle
Redundancy Weight Enumerating Funcliado codigo outros. Para esta concatenacao dupla tem-se [Ben98a
sob andlise, que também pode ser obtida a partir da

IOWEF e é definida como [Ben96, p. 410] BC, = NZNZ By, BS1 BT,
k n—k e i1=01,=0 N, | N, (16)
cw,z)=> > c, W'z (15) L1,
w=02z=0

onde C,, é 0 nimero de palavras-codigo geradas p@nde. tomando como referéncia a Fig. 2, tem-se:
palavras de informacé@o de pesce cujas paridades tem . _ o
pesoz Obviamentew + z é o peso total da palavra-Q B;: S&80 os elementos da matriz IOWEM do cddigo

codigo. Porém, isto € possivel desde o codigo seja com concatenacdo serial, de ordemi{L)x(mn+1).

sistematico. Neste caso, o novo valonderan — (n-K) Seus valores correspondem ao nimero de palavras-
e ao final do passo 4 deve-se converter a mati¢BR codigo de pesomh associadas as palavras de
obtida na matriz IOWEM. informacdo de pesmw. mh é o peso das palavras-

A convolugéo discreta do passo 3 do Algoritmo 1 ¢odigo do codigo internoCs de taxa No/mn,
leva, como se sabe, a um vetor que tem como NUGEEI0  associadas s palavras de informac&o de Ipesnde
elementos a soma, menos 1, do nimero de elemedos d |, ¢ o peso das palavras-codigo do codigo
vetores envolvidos. Seus elementos correspondem jntermediario C,, de taxa NJ/mp, associadas as
exatamente aos coeficientes do produto das funcdespalavras-codigp de entrada do  codificador
representadas pelas IOWEMs ou pelos IOWEVS jntermediario de pesdh. N; é 0 peso das palavras-
correspondentes. O preenchimento de cada linha dacsdigo do codificador externo de taradN;, k é o

IOWEM, citado no passo 1 do Algoritmo 1, tem por comprimento das palavras de informagsio do cédigo
objetivo fazer com que esses elementos sejam legzak basico externo e é o comprimento das palavras-

coordenadas adequadas da matriz IOWEM resultante, ¢4digo do codigo basico interno;
posto que o ndmero de elementos dessa matriz ditere
ndmero de elementos resultado da operacao
convolugéo discreta. Em suma, a simples operagéo qu IOWEM da mésima poténcia das funcBes IOWEF
acaba de ser sugerida leva ao mesmo resultaddeyze e ~ dos codigos externo, intermediario e interno,
ao expoenten a fungdo IOWEF dos codigos componentes respectivamente.  Tais matrizes possuem ordem
e da nova fungdo obter a IOWEM eliminando, dessa (mk+1)x(Ny+1), Ni+1)x(N+1) e N+1)x(mm+l),
forma, a necessidade de operagées simbdlicas. respectivamente  para 0s  codigos  externo,
intermediario e interno;
l.2. Andlise de limitantes para concatenacdo sl Q N =mgeN, =mpsado os comprimentos dos blocos

2 B, B e B s@ os elementos das matrizes
"1 12 20

de trés cadigos de bloco em canal AWGN de entrelacamento tempor&l; € mdltiplo inteiro do
comprimento de uma palavra-codigo do codigo
A Fig. 2 ilustra a concatenacgédo serial de trésgamxi externo de taxankmq = k/q. N, € mdltiplo inteiro do
de bloco. A sequiéncia de bits de informacdo odabits comprimento de uma palavra-codigo do codigo
¢ codificada pelo codificador externo de t&ga= mkN,, intermediario de taxeng/mp = g/p.

de k emk bits, e a saida desse codificador, déy= mq

bits alimenta um bloco de entrelacamento tempoeal d Pelos motivos ja citados anteriormente, a obtengéo
comprimentoN; bits. A saida do primeiro entrelacadorsolucédo de (11), levando-se em conta (16), apmesent
alimenta o codificador de canal intermediario degp limitacbes para calculos computacionais em termes d
= N/mp e a seqiiéncia codificada por este codificador, g@mplexidade e tempo. Mais uma vez, a operagaoasom
comprimentoN, = mp, serve como entrada para ummatrizes IOWEM dos codigos envolvidos e o uso do
segundo bloco de entrelacamento temporalNgbits. A Algoritmo 1 permitem significativa redugdo de
saida desse segundo bloco entrelacador alimenta g@mplexidade e tempo de calculo. Mas ainda assim, e
codificador interno de taxp/n = N/mn e a saida deste certos casos, o valor de pode ser suficientemente
codificador corresponde ao cédigo concatenado, foflml elevado a ponto de fazer com que a solugéo desgfa)

taxak/n. extremamente lenta devido ao elevado nimero deoterm
a somar nesta expressao, mesmo que a resolucdé)de (
o (oo e e seja simples e rapida. Como alternativa pode-sezied
: _ _ _ cuidadosamente os limites maximos de cada somatério
5| bloco extermo 5| Envelasador b St SGare ] Envelacador ) ot b envolvido. Essa redugdo, contudo, ndo deve peraqitir
k/q= mk/N N, =mg a/p=N/mp N=mp p/n=N/mn |i

: i o limitante procurado seja significativamente aitier,
''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' principalmente em regides de altos valoreggl,. Para
Fig. 2. Diagrama da concatenacdo serial de trédigés  baixos valores dessa relacdo, o limitante de ufééo
de bloco. possui como caracteristica uma divergéncia em seus



valores e, portanto, imprecisdo. O que a reducd® ndimensdes. Esses cédigos componentes sdo um exemplo
limites dos citados somatdrios pode entdo peréitima de aplicacdo da regra de concatenacdo generaldmda
alteracdo significativa apenas nesta regido deobaixcddigos (GCC, Generalized Code Concatenatjon
valores deEy/N,. E isso realmente ocorre quando tai$Bos00]. Sejac; uma palavra-cédigo do codigo de
limites séo reduzidos. repeticaoC,; = (n/2, 1,n/2) e c, uma palavra-codigo do
cédigo de paridade simplgs, = (n/2, n/2-1, 2). Uma

[1.3. Extensdo das andlises de limitantes para cal palavra-cddigoc do codigo ndo-sisteméticG = (n, k,
com desvanecimento Rayleigh dmin) = (0, /2, 4) pode ser determinada por

Combinando resultados obtidos em [Hal96, Capitulo c=[01]c, U [H]c, (20)
3] e aqueles apresentados nos paragrafos antepocs
se determinar o limitante superior de probabilidade
erro de palavra e de bit para um esquema de cachiic
em canal Rayleigh. Para tanto, considere que ol ca
Rayleigh seja plano e sem memoéria e que se est

onde a somal é em GF(2) e o produto [@}]é calculado
substituindo-se um 0 emy por 00 e um 1 por 01. O
mesmo é feito para [14;] onde agora um 1 torna-se 11.

na A Fig. 3 ilustra a uma possivel representacdo por
> A= P ; ﬁ@liga para o codigo (8,4,4) construido através da regra
UtI|I2a!”ld0 §|n_al|zagao' antipodal BI.DSK para a_qual fescrita. Observando tal trelica, verifica-se que se trata de
energia media por simbolo recebido Va#=RE:= ma estrutura paralelizada de trelicas de um cédigo de
E{g}R.Es com demodulagio coerente e informagdo dsaridade simples nos alfabetos {00, 11} e {01, 10}, 0 que
estado de canal conhecida pelo receptor. Parz@ste o permite a implementagdo de simples algoritmos de
limitante superior de probabilidade de erro de yala decodificagdo, como aquele sugerido em [Gui03]. Nesta
para um cadigo linear de takg, condicionado awetor figura, os rétulosdyy ou xxlyy correspondem ao(s) bit(s)

estado de canal, pode ser determinado por da palavra de informag&o ou xx associado(s) aos bits
_ codificadosyy.
1 Ep ¢
P.(9) < > DA erfn{ F%\I =y gizj (17) 00/00 o/oc oloc oc
h=d pin 0 i=l

O valor médio da probabilidade de erro de palavra é
entdo calculado realizando-se a média de (17) Emae
a funcéo densidade de probabilidade dos ganhoardd.c
A integral n-upla que faz parte desta média ndo possui
solugdo analitica fechada e em [Hal96, p. 34] é
apresentada uma solucdo numeérica que leva aoriimita 0/01 0/01

Fig. 3. Trelica para o cédigo (8,4,4).

n 2 "
Ps ALy (s N o
W "l | RE, /N, +serfg Utilizando o mesmo cddigo né&o-sistematiCocomo
) y codigo componente em cada uma daglimensdes, é
A partir de (18) e dos resultados ja apresentadssen optido um cddigo produto de comprimemnty taxa (1/25
trabalho pode-se determinar o limitante superior de gistancia minima % A Fig. 4 ilustra a estrutura
probabilidade de erro de bit em funcdo dos coefierda geométrica de tal cédigo quandb= 3 en = 8. Este
Funcdo de Distribuicio de Pesos de Entrada—Sai@l@digo é denotado como (8,44 (n, n/2, 4P. O bloco
definida por (9), ou seja tridimensional com 64 bits de informac&o contém quatro
. o cer? h arranjos bidimensionaisx4. No primeiro passo, cada
R < z ZﬂB hJ‘ {(’5} d¢ (19) arranjo é codificado linha-a-linha, levando a quatro
h kr "% | RE,/N,+serf ¢ arranjos bidimensionais x8 e um total de 128 bits
codificados. Entdo, no segundo passo, cada um desses
arranjos é codificado coluna-a-coluna, levando a quatro
arranjos bidimensionais x8 e um total de 256 bits
codificados. Finalmente, no terceiro passo, esses arranjos
sdo interpretados como consistindo de oito arranjos

Nessa secdo, o método de analise de limitantgs,. Ll o e e
superiores de probabilidade de erro de bit corsittenas E:ﬂg]fsn;c')ogaf )438 sarsaaogg?e;jrm%adglzcga d:”?f; b?ti,

sec¢Oes anteriores € aplicado na analise de umreaqie iy
» . . N codificados.
concatenacao serial particular, correspondentasselde Iniciand © bits de inf a2 vel
cédigos produto de dimensd® sugerida em [GuiO3]. ntlman 0 glom d t')‘:’ ed_|fr.1 o:jmaggs,d.e possive
Esta andlise foi efetuada para cédigos de dimeDsa@ Construir um bioco de bits codiicados raslimensoes.
pste caso, deve-se interpretar o cédigo produto de

e D = 3, com componentes (8,4,4) e (12,6,4), em can - N ; g
AWGN e Rayleigh. imensddD como uma concatenagao senall]igsod@os

separados pob — 1 entrelagadores temporais de bloco
(block interleavers para os quais [Gui03] o nimero de
colunas é sempré; = n e o nimero de linhas do
trelagador entre os codighed + 1 &

=Umin

din W=1

=Umin

IV. DESCRIGCAO E ANALISE DOS CODIGOS PRODUTO

IV.1. Descrigdo da classe de cédigos produto

Os caodigos produto multidimensionais em questao s&0
implementados  através da utilizacdo de cddigos N, = ndKP (21)
componentes nao-sistematicos idénticos em toda as
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Se (21) é satisfeita, & possivel verificar [Gui03] quimtermediario tera como bloco de entrada um conjunto de
todos osnP? vetores den elementos orientados na128 bits entrelagados e como saida um bloco de 256 bits.
“direcdo” de cada dimensdo no ‘“hipercubdd- PortantoN, = 256. O cdodigo interno ter4 256 bits como
dimensional da® bits codificados sdo palavras-codigo déloco de entrada e 512 bits de saida. A taxa resultante sera
C. Esta propriedade facilita a implementagéo de process4512 = 1/8. O bloco de entrelacamento da esquerda
de decodificacdo iterativa nos quais, a cada iteracduide Fig. 2) tera entdc’@*°* = 16 linhas por 8 colunas.
opera-se com as palavras-cdigo identificadas em cafabloco de entrelacamento da direita tet#’8™ = 32
dimensdo no bloco de° bits sem a necessidade ddinhas por 8 colunas.
decodificacdo no sentido inverso da codificagdo (do O limitante superior de probabilidade de erro de bit
c6digo mais interno para 0 mais externo), excetuando{sara o codigo produto (8,4°4em questdo é calculado
dessa situacdo o mapeamento final das palavras-codagmvés da expressao (11) para canal AWGN e através da
nas palavras de informacédo, ap6s concluidas todaseapressdo (19) para canal Rayleigh plano com
iteracdes [Gui03]. conhecimento do estado de canal pelo receptor. Ambas as
expressdes, no entanto, necessitam que sejam estimadas
as distribuicbes de peso IOWEF dos cddigos
componentes para que seja estimada a IOWEF do cédigo

64 bits |~ 1gs=blits 57’@ resultante através de (16). Uma significativa reducdo na
& complexidade dos célculos pode ser alcangcada operando-
e 4 se com as matrizes IOWEM. Por exemplo, a matriz
a IOWEM do codigo externo é formada pelos coeficientes
d=2 da fungdo IOWEM do codigo (8,4,4) elevada ao expoente
el m = 16; a matriz IOWEM do cédigo intermediario é
formada pelos coeficientes da fungdo IOWEM do cédigo

(8,4,4) elevada ao expoentm2 32 e a matriz IOWEM

do cédigo interno é formada pelos coeficientes da funcéo
IOWEM do cédigo (8,4,4) elevada ao expoente=64.
Todas estas matrizes podem ser obtidas através do
. o L ... Algoritmo 1 sugerido neste trabalho e com os resultados
Considere o cédigo de bloco (8,4,4) nao—S|stemat|<§)m (16) obtém-se a IOWEM do cédigo resultante. Os

constru!do conforme a regra 'de anca}tenag%‘fementos desta matriz sdo finalmente operados em (11) e
generalizada que acaba de ser descrita, e cuja distribui levando aos limitantes procurados. As matrizes

de pesos é equivalente a distribuicdo de pesos do céd 89itantes de cada o x : o
. . . peracdo intermedidria do
de Hamming Estendido (8,4,4). A WEF para este codigg,cedimento que acaba de ser descrito ndo foram

— 4 8 -
vgle AH) =1 + 1H" + H.‘ Com o auxilio de uma agresentadas devido as suas elevadas ordens.
simples procura computacional pode-se determinar a p g 5 mostra resultados referentes aos codigos

matrizde disiribuigéo de pesos 'OWE_M de ordergg 4 4) e (12,6,3) isoladamente e aos codigos produto
(k+ 1}(n + 1) = 5x 9 relacionada a IOWEF: (8,4,4Y e (12,6,4), em canal AWGN. A probabilidade de
erro de bit tedrica para sinalizacdo BPSK neste canal é

Fig. 4. Construcdo de um cédigo produto (8,4,4)

IV.2. Andlise de limitantes

100000000 também registrada na Fig. 5 para fins de comparac&o.
000040000 Nota-se nesta figura que embora o aumento do
B=|0 0006 0000 comprimento dos cédigos isolados de 8 para 12 ndo tenha
000040000 demonstrado potenciais melhorias, os codigos produto
0000O0O0O0OO0 1 bidimensionais (2D) com componentes (12,6,4) possuem

limitantes mais reduzidos, cerca de 1 dB, em relagéo

Segundo a definicio aqui proposta para a mat@ueles com componentes (8,4,4), sendo que o codigo
IOWEM faz-se a seguinte interpretacdo sobre (312.,6,43 indica potenciais de ganhos de codificagéo
distribuicdo de pesos do c6digo (8,4,4): tem-se 1 palavi@aiores que 4,5 dB para valores de taxa de erro de bit
codigo de peso 0, gerada por 1 palavra de informactsnores que ,ﬁ) Nesta figura também € fornecido o
também de peso 0; tem-se 4 palavras-codigo de pesdm!tante superior calculado com a distribuicdo de pesos
geradas por 4 palavras de informacéo de peso 1; tem-§€@ do codigo ,(3’4’3") revelando que a regra de
palavras-codigo de peso 4, geradas por 6 palavras qurelagqmento ut|I|z§1da para este codigo 2D é superior a
informac&o de peso 2; tem-se ainda 4 palavras-codigo '§gra uniforme considerada em [Ben99] e que, para a
peso 4, geradas por 4 palavras de informag&o de peso Brgsente analise, o limitante de Benedetial [Ben99] €
finalmente, tem-se 1 palavra-cdigo de peso 8, gerada o limitante pessimista para os cddigos 2D. Esta Ultima
1 palavra de informacdo de peso 4. Da IOWEM pode-§Pservacéo também aplica-se a analise no canal Rayleigh
obter diretamente a IOWEFB(W,H) = 1+#W(3H%) + apresentadanaFig.6.

WA(BH) + WA(4HY) + WHS. Ainda tendo como referéncia a Fig. 5, percebe-se que

Considere agora a concatenagdo de trés cddigos R@gece haver uma divergéncia no limitante, para baixos
bloco com componentes (8,4,4) separados p&allores deEb/Np; Este € um comportamento proprio do
entrelacadores temporais, conforme a Fig. 2, formanddi@itante de unido que o torna preciso apenas para valores
cédigo produto (8,4,4) Sejam = K2 = 16, 0 que significa deEy/Ny acima da taxa de corte do canal [Ben98a].
gue um bloco de entrada do cddigo concatenado possui
mk = k¥ = 64 bits. Nesse cade, = 128 bits. O cédigo
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cédigos produto (8,4,2e (12,6,43, em canal AWGN. A
probabilidade de erro de bit tedrica para sinalizacéo
BPSK neste canal é também registrada para fins de
comparacdo. Nota-se nesta figura que para os codigos
produto tridimensionais (3D) com componentes (12,6,4),
os limitantes se mostraram cerca de 1,8 dB mais
reduzidos, em relagdo aqueles com componentes (8,4,4),
sendo que o cédigo (12,6°4@presenta potenciais de
ganhos de codificacdo maiores que 8 dB para valores de
taxa de erro de bit menores qué'10

Probabilidade de erro de bit

Eb/No
¢ Codigo (8,4,4) isolado
€O Caodigo (12,6,4) isolado
B8 Codigo (8,4,4) 2D
H-E1 Codigo (8,4,4) 2D - limitante real
—o— Coédigo (12,6,4) 2D
===+ BPSK n&o codificado em canal AW

Probabilidade de erro de bit

Fig. 5. Limitantes para os cédigos produto (8,2at)
(12,6,4f em canal AWGN.

_ S ‘ R |
A Fig. 6 mostra resultados para os cédigos (8,4,4) e **° ﬁﬁ

(12,6,4) isoladamente e para os codigos produto (Be4) | s | v N -
(12,6,4%, em canal Rayleigh plano. A probabilidade de 0 2 4 6 8 10
erro de bit tedrica para sinalizagdo BPSK neste canal € ¥ Codigo (8,4.4) cotaaa N

também registrada para fins de comparacdo. Assim como €6 Codigo (12,6,4) isolado

para o canal AWGN, nota-se na Fig. 6 que o aumento do BB o

comprimento dos codigos isolados de 8 para 12 bits nédo —— BPSK néo codificado em canal AW

demonstrou significativas melhorias. Ja para os cddigos
produto bidimensionais (2D) com componentes (12,6,4)
os limitantes se encontram em patamares mais reduzidos
em relacao aqueles com componentes (8,4,4), sendo que
codigo (12,6,4) indica potenciais de ganhos de e limitantes para os codigos (8.4,4) e (12,6,4)
codificacdo maiores que 6,5 dB para valores de taxa 48| damente e para os codigos p’ro,duto (83,4@:),
erro de bit menores que20°. (12,6,4F em canal Rayleigh. A probabilidade de erro de
bit tedrica para sinalizagdo BPSK neste canal é também
registrada para fins de comparacdo. Nota-se nesta figura
gue para os coédigos produto tridimensionais (3D) com
componentes (12,6,4) os limitantes se mostraram cerca de
1 dB mais reduzidos, em relacdo aqueles com
componentes (8,4,4), sendo que o cédigo (12,6,4)
apresenta potenciais de ganhos de codificagdo maiores
gue 11 dB para valores de taxa de erro de bit menores
2x10%, em relacdo a sinalizacdo BPSK sem codificacao.

Fig. 7. Limitantes para os cédigos produto (8,2gt)
(12,6,4f em canal AWGN.

%or fim, na Fig. 8 sado registrados resultados da analise

Probabilidade de erro de bit

110 A V. SUMARIO E COMENTARIOS FINAIS

110’ % Este artigo apresentou alguns resultados da
115 i i i i i ] investigacao s_obre limitantes superiores o_le probabilidade
0 2 4 6 8 10 de erro de bit para uma classe de cédigos produto de
> Codligo (8.4.4) ol N dimens&oD, comprimenton?, taxa (1/2Y e distancia
€O Ccédigo (12,6,4) isolado minima 4, formada por codigos componentesr(/2, 4)
== ggg:gg ggvjjg 2D imitante real construidos segundo a regra de concatenagio
—— Codigo (12,6,4) 2D generalizada. A classe de cédigos em questdo apresenta
~~"* BPSKnéo codificado em canal Rayle baixa complexidade de implementacdo e os resultados
Fig. 6. Limitantes para os cédigos produto (8,4gt)  fornecidos nesse artigo indicaram que tal classe de
(12,6,4¥ em canal Rayleigh. cédigos tem potencial para elevados ganhos de

codificacédo tanto para canais AWGN quanto para canais

A Fig. 7 mostra resultados da analise de limitant&®m desvanecimento Rayleigh. O metodo de analise de

para os codigos (8,4,4) e (12,6,4) isoladamente e paraligytantes foi revisado e algumas sugestdes que almejam
8



facilitar a sua implementacdo computacional foram aindBen99] BENEDETTO, S. & E. BIGLIERIPrincipals
apresentadas. of Digital Transmission  With  Wireless
Torna-se importante ressaltar que os potenciais ganhosApplications. Kluwer / Plenum: New York, 1999.

de desempenho sinalizados pela andlise de limitan s00] BOSSERT, Martin. Channel-Coding for

apresentada somente podem ser alcancados r S ) )
esquemas de decodificacio 6tima de maxima elecomunications John Wiley & Sons: London,
England, 2000.

verossimilhanca. E sabe-se que a complexidade de tais
esquemas € exponencialmente crescente remo [Gui03] GUIMARAES, Dayani Adionel, Tese de
comprimento total do cddigo. Portanto, a construcdo de Doutorado, Universidade Estadual de Campinas —
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aproximar o desempenho real do esquema de codificacio . .
: ; - o 196] HALL, Erik K. Performance and Design of
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superiores de probabilidade de erro de bit representa um X . : A

desafio e uma oportunidade para pesquisas futuras. EmTheS'S’ University of Virginia, May/1996.
[Gui03] e sugerido um esquema de decodificagdo pargHal98] HALL, E. K. & S. G. WILSON.Design and
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