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Abstract— In this paper we propose an empirical method for
estimating the number of sources of signals impinging on
multiple sensors. The method is based on the analysis of the
norms of vectors whose elements are the normalized eigenvalues
of the received signal covariance matrix and the corresponding
normalized indexes. It is shown that such norms can be used to
classify the eigenvalues in two groups: the largest and the
remaining ones, thus allowing for the estimation of the number of
sources without the knowledge of any additional parameter. It is
shown that, in some situations, our norm-based method produces
satisfactory performance when compared to a recently proposed
random matrix theory method.

Keywords— Estimation of the number of sources, random
matrix theory.

I. INTRODUCAO

ETECTAR o numero de fontes de sinais por meio de

multiplos sensores ¢ um problema cldssico em
processamento digital de sinais, encontrando aplicagdes, por
exemplo, em medicina, radares, sensoriamento espectral em
sistemas de radio cognitivo, estimagdo de parametros ¢ em
muitas outras areas [1]-[8]. Em sistemas de radio cognitivo
(RC) [9], por exemplo, é importante que a rede secundaria
conhega o numero de transmissores para que possa
corretamente computar a estatistica de teste que permitira
verificar o estado de ocupacdo do espectro, ou até mesmo
como dado adicional de entrada do processo cognitivo. Em
sistemas de radar, a estimagdo do numero de fontes pode
auxiliar no conhecimento do numero de ecos de um sinal
refletido por um alvo, permitindo que etapas posteriores de
processamento reduzam a influéncia de tais ecos na
caracterizagdo do alvo [2][10]. Em medicina, a estimagdo do
namero de fontes pode ser utilizada, por exemplo, na
contagem das regides que respondem a estimulos controlados
em cada parte do cérebro, permitindo que se mapeiem as areas
cerebrais sensiveis a cada tipo de estimulo [8]. Outra
aplicag@o consiste da estimac¢do da variancia de ruido térmico
na entrada de um receptor na presenga de sinal, situagdo em os
algoritmos utilizados necessitam conhecer o nimero de sinais
recebidos de forma que operem a contento [3]. Este também &
o caso de varios algoritmos de estimagdo de direcdo de
chegada (DoA, direction of arrival) de sinais em arranjos de
antenas, os quais produzem estimativas mais precisas se o
numero de fontes ¢ conhecido [11][12].
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Muito se tem pesquisado sobre a estimagdo do numero de
fontes desde o trabalho seminal de M. Wax e T. Kailath [2], o
qual iniciou a disseminagdo dos métodos fundamentados pela
teoria da informacdo. Entre eles merecem destaque o método
baseado no critério de informag¢do de Akaike (AIC, Akaike
information criterion), o método do comprimento de minima
descricdo (MDL, minimum description length) e o método
baseado no critério de informagao Bayesiana (BIC, Bayesian
information criterion) [13]. Dentre estes, o método MDL tem
sido considerado referéncia ou elemento de comparagdo na
maioria dos estudos [3].

Métodos baseados na teoria de matrizes aleatorias (RMT,
random matrix theory) tém sido explorados como alternativos
em relag@o aqueles baseados na teoria da informag¢do. Em [3],
por exemplo, sdo aplicados recentes resultados sobre a
distribuic@o dos autovalores da matriz de covariancia do sinal
recebido e do ruido em um novo algoritmo baseado em uma
sequéncia de testes de hipoteses. O algoritmo de [3] procura
obter alta probabilidade de detec¢do correta em regimes de
baixa relagdo sinal-ruido, caracteristica marcante do estimador
AIC, bem como boa consisténcia em regimes de grandes
nameros de amostras do sinal recebido, caracteristica
relevante do estimador MDL. A maior desvantagem do
método baseado na teoria de matrizes aleatorias consiste da
necessidade de se estimar a variancia de ruido térmico para
que, em seguida, um limiar de decisdo do teste de hipdteses
seja computado. Isto pode representar um grande obstaculo de
ordem pratica, além de produzir variagdo de desempenho em
funcéo do grau de precisdo do valor estimado de variancia.

Nos métodos baseados na teoria da informag&o, assim como
no método baseado na teoria de matrizes aleatdrias, o nimero
de fontes ¢é estimado tomando por base uma classificacdo dos
autovalores da matriz de covariancia do sinal (estimulo)
sensoriado. Tal classificagdo pode ser caracterizada como um
problema de sele¢do de modelo (model selection) ou de
determinacdo de ordem de modelo (model order
determination) e busca identificar, dentre todos os
autovalores, um subconjunto cujo numero de elementos esta
associado ao namero de sinais recebidos. Esta classifica¢do
dos autovalores corresponde a um dos maiores desafios destes
métodos.

A. Contribuigoes e estrutura do artigo

Neste artigo propde-se um novo método para se estimar o
numero de fontes de sinais contaminados por ruido, em canal
com desvanecimento. O método tem sua fundamentagdo
construida de forma empirica e é baseado na analise das
normas de vetores cujos elementos sdo cada um dos
autovalores normalizados da matriz de covaridncia do sinal
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recebido por um arranjo (real ou virtual) de antenas (ou
sensores) e os correspondentes indices, também normalizados.
Como demonstrado mais adiante, tal norma pode ser usada
para classificar os autovalores, discriminando os maiores dos
demais e permitindo que se estime o nimero de fontes sem
que se conheg¢a nenhum parametro adicional. O método
baseado em norma (NB, norm-based), como aqui é chamado,
¢ comparado com a proposta baseada na teoria de matrizes
aleatorias de [3], aqui simplesmente denominada de método
RMT ou, alternativamente, algoritmo RMT. Como principais
vantagens do método NB destacam-se a menor complexidade
de implementacao e a possibilidade de superar o desempenho
do método RMT em diversas situagdes.

O restante do artigo esta organizado da seguinte maneira:
Na Secao II descreve-se a formulagdo do problema. Na Secdo
III ¢é apresentado de forma sucinta o0 método baseado na teoria
de matrizes aleatorias proposto em [3]. A Secdo IV ¢é dedicada
a descricdo do método NB. Na Secdo V sdo apresentados
resultados de simulagdo comparando os métodos NB e RMT.
A Sec¢do VI conclui o trabalho e aponta oportunidades para
continuidade das pesquisas.

II. FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere que os sinais transmitidos por p transmissores
(fontes) incidem sobre um arranjo real (um receptor com m
antenas ou sensores) ou virtual (m receptores com uma antena
ou sensor cada). No i-ésimo instante de tempo discreto, i = 1,
2, ..., n, o sinal incidente resultante pode ser representado por

x; = Hs; +n,;, @)

em que {Xx;} = {x(#;)} denota observacdes m-dimensionais do
sinal recebido, H é a matriz de canal de ordem mxp, com p
colunas linearmente independentes contento m elementos. Os
elementos {hy} de H, k=1, 2, .., mel=1,2, .., p,
representam o ganho do canal entre o /-ésimo transmissor € o
k-ésimo sensor. O conjunto {s;}, com elementos de ordem
p*1, representa sinais transmitidos aleatorios, estacionarios e
de média nula. Por fim, {n;}, com elementos de ordem mx1,
representa os vetores de ruido aditivo Gaussiano A(0,0°1),
com I sendo uma matriz identidade de ordem m.

Seja R a matriz de covariancia do sinal recebido, a qual
pode ser estimada pela média amostral (sample covariance
matrix)

n
T
. E XX =
i=1

R =

S |=

xxT, )

I =

em que T denota conjugado transposto € X, de ordem mxn, € a
matriz formada arranjando-se lado a lado os n vetores {x;}.

Seja S, de ordem pxn, a matriz formada arranjando-se lado
a lado os n vetores {s;} e N, de ordem mxn, a matriz formada
arranjando-se lado a lado os n vetores {n;}. Entdo, de forma
compacta, X = HS + N.

Devido a média nula do ruido e sua independéncia do sinal,
pode-se facilmente verificar que R pode ser assim escrita:
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R = E[XX']= HR.H' + 51, 3)

em que R é a matriz de covaridncia do sinal transmitido, ou
seja, Ry = E[SST]. Da teoria de algebra linear, se a matriz de
canal H tiver todas as p colunas linearmente independentes
(full rank), o posto (rank) da matriz HRH" sera p ou,
equivalentemente, os m — p menores autovalores de HRH'
serdo nulos. Como os autovalores de R sdo os autovalores de
HRSHJr mais os autovalores de oI, entdo os m — p menores
autovalores de R serdo iguais a o°. Note entdio que é possivel
se estimar o numero de fontes p determinando-se a
multiplicidade dos menores autovalores de R.

Na pratica, entretanto, ndo se conhece a matriz de
covariancia R, mas apenas sua estimativa R,a qual é obtida a
partir de um numero finito de amostras, cf. (2). Neste caso os
autovalores de R serfio diferentes com probabilidade 1 [2], e
a estimagao do numero de fontes meramente “observando” os
autovalores se tornard tarefa bastante complexa. A
classificacdo dos autovalores de R em dois grupos que
permitam identificar quantos sdo os maiores (ou menores)
corresponde justamente ao maior problema na estimagdo do
namero de fontes por meio da estimativa da matriz de
covaridncia do sinal recebido. O que se propde neste artigo é
uma maneira empirica de se realizar essa classificacdo e, por
consequéncia, realizar a estimagdo do numero de fontes.

III. ESTIMACAO DO NUMERO DE FONTES VIA RMT

Nesta se¢do ¢ apresentado de forma sucinta o método de
estimagdo do numero de fontes proposto em [3]. Antes,
porém, sdo sumarizados alguns resultados da teoria de
matrizes aleatorias, os quais serdo uteis tanto ao entendimento
do método proposto em [3] quanto do método aqui proposto.

A. Alguns resultados da teoria de matrizes aleatorias

Suponha que se deseja decidir entre as hipoteses H; e Hj, as
quais correspondem a auséncia de sinal recebido e a presenca
de um Unico sinal com varidncia conhecida 6,
respectivamente. Tais hipdteses podem ser assim descritas:

Ho: R =01
) : R =HRH' + o’I= di 2 ®

1R = s o“1= diag(0,0,...,0) + o“1,
em que diag(@, 0, ...,0) é a matriz diagonal cujos elementos
nao nulos sdo os valores (6, 0, ...,0).

Admitindo que a variancia de ruido seja conhecida a priori,
para qualquer valor de m e n, para as duas hipdteses ha
somente duas densidades de probabilidade para os autovalores
de R. Neste caso o procedimento 6timo para se distinguir
entre as duas hipdteses € a razdo entre as correspondentes
fungdes de verossimilhanga, teste também conhecido como
teste de razdo de verossimilhanca (likelihood ratio test) ou
teste de Neyman-Pearson. O desenvolvimento matematico do
teste de Neyman-Pearson produz o importante resultado que
afirma: para n — oo, com m fixo, a distin¢do entre ¥, e H; em
(4) deve ser baseada somente na observacdo do maximo
autovalor da matriz de covariancia do sinal recebido, que é
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justamente o que se propde no conhecido teste de Roy de

maxima raiz (RLRT, Roy’s largest root test) [14].
Desenvolvimento similar ao teste de Neyman-Pearson pode

ser aplicado ao teste que permite distinguir entre as hipoteses

Hy : k —1 sinais presentes,

(%)

7, : k sinais presentes.

Novamente admitindo conhecimento a priori da variancia
de ruido e da intensidade dos sinais, o resultado do
desenvolvimento matematico do teste de Neyman-Pearson
permite afirmar que, assintoticamente, a distingdo entre ¥, e
H; em (5) deve ser baseada somente na observagdo do k-ésimo
autovalor da matriz de covaridncia do sinal recebido [3].
Considera-se implicitamente que os autovalores de R estdo
ordenados de forma decrescente, ou seja, {A\; = X\, = [1 = A\, }.

Em ambos os testes de hipdteses anteriormente descritos, a
“observacdo” de um autovalor corresponde a um teste de
significancia em que cada autovalor é comparado com um
limiar, o qual deve ser calculado em funcdo do nivel de
confidéncia esperado sobre o resultado do teste. Resultados da
teoria de matrizes aleatérias também trazem uteis informagdes
sobre a determinacdo desse limiar, como descrito a seguir.

Seja R a estimativa da matriz de covaridncia do sinal
recebido, cf. (2), mas considerando apenas a presenca do
ruido. No limite conjunto m, n — o, com n/m — ¢ > 0, a
distribuigdo do maximo autovalor da matriz aleatéria R
converge para a distribui¢cdo de Tracy-Widom, dada por

Pr{/\l/a2 —H

€nm u >S}_>F5(S)’ (6)

em que [, € &, S80 respectivamente os parametros de
centralizacdo e de escala da distribuicdo de Tracy-Widom
F;(s) e findica se as amostras de ruido sdo reais (3= 1) ou
complexas (G = 2).
Para o caso do teste de Roy de méxima raiz, a hipotese # ¢
rejeitada se [3]
>‘1 > 02 [Mn,m + S(O‘)'En,m ]5 (7)
em que « ¢ a chamada probabilidade de falso alarme
assintotica, que ¢ o nivel de confidéncia esperado sobre o
resultado do teste de hipdteses. Ainda com relagdo a (7), s(«)
¢é tal que
Fy[s()]=1-qa. )
Como ndo ha expressdo fechada para a distribuigdo de
Tracy-Widom, s(«) pode ser calculada invertendo-se
numericamente Fz(s), ou seja,
s(a) = F3 '(1—a). )
Para facilitar tal inversdo numérica, os autores de [3]
elaboraram um conjunto de rotinas em MATLAB, as quais

estdo disponiveis para download em http://www.wisdom.
weizmann.ac.il/~nadler/Wishart_Ratio_Trace/TW_ratio.html.

Vale ressaltar que, embora os resultados apresentados nesta
subse¢do sejam fruto de uma analise de comportamento
assintético (m, n — oo, com n/m — ¢ > 0) da distribuicdo dos
autovalores da matriz de covariancia do sinal recebido, tem-se
boa aproximagdo destes resultados com aqueles obtidos com
valores finitos de m e n, desde que min(m, n) [J 1 e desde que
a razdo m/n ou n/m ndo leve a valores muito grandes [3].

Na préxima subsecao, os resultados aqui sumarizados serdo
aplicados a0 método RMT proposto em [3], de forma que o
mesmo possa ser comparado com o algoritmo proposto neste
artigo, o qual ¢ detalhado na sec¢do seguinte.

B. O método RMT
O algoritmo proposto em [3] é baseado em uma sequéncia
de testes de hipoteses. Em cada passo testa-se a significancia
do k-ésimo autovalor da matriz de covaridncia do sinal
recebido por m sensores. No algoritmo RMT, para k=1, 2, ...,
min(m, n) — 1 faz-se o teste de significancia

22

>‘k >0 (k)Cn,m,k(a)a (10)
em que 62(k) é a estimativa da varidncia de ruido a cada

passo e C, () € o parametro que depende do nivel de
confidéncia ¢ [ 1 determinado pelo usuario, ou seja,

Cn,m,k (O[) = /un,mfk + S(a)é-n,mfk s

com s(«) sendo determinado por meio da expressao (9).

Uma interpretacao para « a luz do teste de hipoteses em (5)
é: se somente k — 1 sinais estdo presentes e o k-ésimo
autovalor € devido ao ruido, entdo

Pr{rejeitar 7| 7y } = Pr{/\k > o2 Cn,m’k(a)|}[0}x Q.

Entdo, no contexto de estimacdo do numero de fontes pelo
método RMT, « corresponde ao valor aproximado da
probabilidade de sobrestimagéo assintética (n — o).

O numero de fontes estimado pelo método RMT ¢ entio:

p =argmin{X <G*(K)Cpmp()}—1.

Pelo exposto percebe-se que o método RMT sugerido em
[3] n3o € simples, pois para que o limiar de decisdo seja
computado, este necessita da estimativa da variancia do ruido,
62 (k) . Por esta razdo, em [3], além do algoritmo supracitado,
sugere-se também um método para a estimacdo de o2(k).
Soma-se a isto a necessidade de inversio de Fz(s).

Para ilustrar a operagdo do método RMT, a Fig. 1 ilustra a
distribuigio de trés grupos de autovalores da matriz R
definida em (2), ordenados e normalizados em relacdo a seus
valores maximos (}\;), em fun¢do de seus indices (i) e
considerando m = 30 sensores, p = 0, p = 5 e p = 15
transmissores (fontes), relagdo sinal-ruido RSR =-5dBen =
1x10* amostras por sensor. Também estio apresentados na
Fig. 1 os limiares de decisdo do algoritmo RMT, também
normalizados em relagdo a )\, admitindo-se conhecimento
perfeito da varidncia de ruido. Nas situagdes mostradas na
figura percebe-se nitidamente que o algoritmo RMT
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produziria estimativas corretas do namero de fontes, pois o
numero de autovalores acima de cada um dos limiares ¢ igual
ao correspondente valor de p. Os parametros A mostrados na
Fig. 1 serdo descritos na proxima secao.

1 B -
A (o

09 \Y [p=0 ]V
0.8 7
0.74 -
0.6 L
A,
0.5 o

0.44

7“; /’},I, limiares /7&1

0.34

0.29

0.1 L

0 T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Figura 1. Representagdo grafica dos autovalores de R e limiares de decisdo
do algoritmo RMT de [3].

IV. O METODO NB PROPOSTO

Observa-se na Fig. 1 que ha certa evidéncia de pontos de
inflexdo (joelhos) nas curvas dos autovalores justamente na
transi¢do entre os primeiros p autovalores e os m — p restantes,
exceto no caso de p = 0. A identificacdo desses pontos de
inflexdo estd em sintonia com o exposto na Se¢do II, onde se
menciona que & possivel estimar o nimero de fontes a partir
da classificagdo dos autovalores de R em dois grupos, um
contendo os p maiores e o outro contendo m — p menores. Esta
classificacdo se torna mais simples a medida que R—>Rea
medida que a relagdo sinal-ruido aumenta. Em ambos os
casos, mais clara discrepancia é observada entre os grupos.
Note que esta caracteristica de distribuicdo dos autovalores ¢
independente da aplicagdo, bastando apenas que a matriz de
canal H seja de posto total (full rank).

O método NB explora os pontos de inflexdo supracitados
da seguinte maneira: seja A; = [\/ )\ i]T o vetor associado ao i-
ésimo autovalor, correspondente ao i-ésimo ponto circular na
Fig. 1. No caso de p = 5 observa-se que a distdncia Euclidiana
entre Ag € a origem, que € igual a ||Ag||, a norma de Ag, € a
menor entre todas. Em uma primeira analise percebe-se que o
indice associado a tal norma poderia ser usado para se
determinar o numero de fontes. Entretanto, nas situa¢des
ilustradas na Fig. 1 em que p = 0 e p = 15 verifica-se que
haveria erro na estimativa, pois hd vetores com menor norma
que os vetores A; e Ajg, respectivamente. Tal problema pode
ser parcialmente resolvidlo com as seguintes medidas
heuristicas: i) primeiro os autovalores e os correspondentes
indices s@o normalizados de forma que se distribuam entre 0 e
1; ii) em seguida acentua-se a curvatura dos autovalores de
forma que no caso de p = 0 tenha-se ||A;|| como a menor das
normas; iii) por fim, sdo considerados na busca pela menor
norma somente K = [m/2[] vetores do conjunto {A;}, em que
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[Im/2[] é o maior inteiro menor ou igual a m/2. Esta ultima
medida desloca para a direita o ponto de inflexdo da curva
quando p é proéximo de zero, reduzindo a chance de vetores de
indice elevado terem norma menor que |[A,]. A escolha de
K = [m/20] foi feita de forma que produzisse maiores chances
de acerto do algoritmo principalmente quando o numero de
fontes é pequeno.

A Fig. 2 reapresenta os autovalores da Fig. 1 normalizados
em relagdo a seus valores maximos (sob o indice 7, com i =1,
2, ..., m) em conjunto com os autovalores normalizados e
modificados de acordo com o que esta descrito no paragrafo
anterior (sob o indice j, comj =1, 2, ..., K). E agora evidente
que os novos vetores Aj, Ag e Ajg tem normas menores que 0s
demais, permitindo que se estime de forma correta o niumero
de fontes por meio de seus indices. Tal evidéncia pode ser
observada por meio dos arcos de circunferéncia, os quais sdo
os lugares geométricos de pontos equidistantes da origem.
Note que no caso de p = 15 foram utilizados todos os pontos
(K = m) na normalizagdo do eixo horizontal. Isto sugere que o
método aqui proposto pode produzir estimativas mais precisas
para um numero de fontes ndo muito elevado em relagéo a m.
Resultados numéricos apresentados na proéxima secido
sustentam esta afirmativa, quantificando-a, e mostram que esta
nao ¢ uma particularidade do método NB.

0.9}
0.8 1 P

0.7 p=5 . . L

0.4 7

Autovalores normalizados
(=3
W

0.3 1 Ll
A5 N
021 I f,II/J, \

A
014 A —O— Autovalores da Fig.1
A —@— Autovalores normalizados

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(=1)/(m-1),G;-1)/(K-1)

Figura 2. Representagdo grafica dos autovalores de R da Fig. 1 e dos
autovalores normalizados (sob indice j) segundo o algoritmo NB.

A vpartir das proposi¢cdes registradas nesta se¢do, o
algoritmo NB pode ser assim sumarizado:
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Algoritmo 1 - Algoritmo NB

Fori=1..m

a; < N —min(L)
_ 4
max(a)

o TR
End for

K =|m/2]|
Forj=1..K

i

End for
p=argmin | A; [ —1
J

O expoente £ no calculo de {c;} é a variavel que permite
controlar a curvatura da curva dos autovalores. A heuristica na
determinacdo de seu valor se baseia no exemplo ilustrado na
Fig. 3. Nela {b;} sdo os autovalores normalizados para a faixa
de 0 a 1. Considerando p = 0 e n = 50000, os autovalores da
matriz R definida em (2) tendem a ficar aproximadamente
iguais, o que faz com que os valores de {b;} se distribuam
aproximadamente sobre uma reta. Expoentes £ > 2 no calculo
de {c¢;} fazem, como desejado, que os autovalores
normalizados se distribuam acima do arco de raio unitario.

O valor 6timo de E pode ser obtido pelo menos de duas
maneiras: i) como aquele que maximiza a probabilidade e
estimagdo correta do nimero de fontes para um conjunto de
parametros do sistema; ii) como aquele que maximiza a média
da probabilidade de estimag@o correta para varios conjuntos
de parametros do sistema. Por ser mais conservadora, a
segunda alternativa foi utilizada como referéncia neste
trabalho e ¢ ilustrada por meio da Fig. 4, a titulo de exemplo.
Nela ¢ mostrada a variagdo na probabilidade de estimacdo
correta em funcdo do expoente FE, para os conjuntos de
parametros dados na Tabela I. Nota-se que o valor de
expoente que produz maior média para a probabilidade de
estimagdo correta do nimero de fontes esta por volta de £ = 5.
Este valor foi utilizado para compor os resultados numéricos
fornecidos na Seg¢do V.

TABELA 1. CONJUNTOS DE PARAMETROS UTILIZADOS NA
COMPOSICAO DA FIG. 4.

Curva m n p RSR, dB
1 10 50 2 0
2 15 50 5 8
3 15 50 5 10
4 15 100 5 8
5 20 100 5 0
6 50 50 2 10
7 50 1000 10 -5
8 50 1000 15 0

0.91 E=4 =6 ||
0.8
0.7 AN 3
0.61 . . 3

=~ 0.5 SN L

0.4 . N |

0.2 N\ L

0.11 \ -

0

0j4 0;6 0;8 1
(i-1)/(m-1)
Representagdo grafica de {b;} e de {c;} para diferentes expoentes E.

0 0.2

Figura 3.

1
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0.71

0.6

0.5

0.4

Probabilidade

0.31

0.24

0.14

2 3 4 5 6 7 8
Expoente, £
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V. RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo sdo apresentados e interpretados alguns
resultados de simulagdo de Monte Carlo do algoritmo
proposto em [3], denotado por RMT, e do algoritmo NB aqui
proposto. Nao foram incluidas comparagdes com estimadores
classicos tais como o AIC e o MDL, pois como mencionado
na Secao I, o método RMT proporciona alta probabilidade de
detecgdo correta em regimes de baixa relagdo sinal-ruido,
caracteristica marcante do estimador AIC, bem como boa
consisténcia em regimes de grandes nimeros de amostras do
sinal recebido, caracteristica intrinseca do estimador MDL.

Cada resultado aqui registrado contou com a geracao
aleatéria de 5000 matrizes X = HS + N, com H [ 0%, S [
07" e N [J "™, sendo que cada elemento nas matrizes H, S e
N tem distribuicdo Gaussiana. A distribuigdo Gaussiana dos
elementos de H simula um canal com desvanecimento
Rayleigh plano e lento (constante durante o intervalo de coleta
das amostras). A distribuicdo Gaussiana dos elementos de S ¢
comumente adotada por representar de forma bastante fiel a
distribuicdo de amplitude de sinais tipicamente encontrados
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em sistemas de comunicagdo, por exemplo, sinais
multiportadora, tal como o sinal OFDM (orthogonal

frequency division multiplexing), que ¢ um dos tipos de sinal
de transmissdo mais adotados nos sistemas de
telecomunica¢des mais modernos, incluindo varios padrdes de
televisdo digital. A distribuicdo Gaussiana dos elementos de N
¢ caracteristica intrinseca ao comportamento estatistico do
ruido término gerado na entrada dos receptores.

Considerando poténcia de transmissdao unitaria, a relagdo
sinal-ruido é definida por

tr[HTH]
RSR = ———,
mpo

(1)

em que tr[HfH] ¢ o trago da matriz H'H. Nos casos em que se
considera imprecisdo na estimativa de o7, que é a variancia de
ruido utilizada como informacao a priori no algoritmo RMT,
adicionou-se ao valor correto uma variavel aleatdria com
distribui¢do uniforme em [—0,0507, 0,050%]. Os pardmetros
fixos adicionais utilizados nas simulag¢des foram o = 0,01
(para o método RMT) e E = 5 (para o método NB). A
plataforma de simulagfo utilizada foi o Matlab®.

A Fig. 5 apresenta resultados para a probabilidade de
estimagdo correta (P.) e de sobrestimacdo (Ps.) do numero de
fontes p para m = 30, n = 1000, RSR = 0 dB e p variavel.
Observa-se que o método NB proporciona P, = 1 para p <9,
enquanto o método RMT proporciona P, = 1 (na verdade P, =
1 — «) para p < 11. Em outras palavras, o método NB atinge
alta probabilidade de estimagdo correta para um namero de
fontes maximo ligeiramente menor que o método RMT,
mantendo-se fixos os demais pardmetros sist€émicos. Por outro
lado, o algoritmo RMT apresenta significativa redugdo na
probabilidade de estimacdo correta quando se considera
imprecisdo na estimativa de o°, a qual & utilizada no computo
do limiar de decisdo do algoritmo. Esta reducdo € mais
proeminente para baixos valores de p. Percebe-se também na
Fig. 5 que, para valores de p até por volta de 13, a
probabilidade de sobrestimagdo P,. do algoritmo RMT ¢
praticamente igual a 1 — P, indicando que, quando o
algoritmo produz estimativas erradas, os valores estimados
estdo acima do valor correto. Para valores mais altos de p, P,
comega a cair e P, continua baixa, indicando que alguns
valores de p estimados com erro estao abaixo do valor correto.
No caso do algoritmo NB, nota-se que P, = 0 em toda faixa
de valores de p, indicando que, quando o algoritmo produz
estimativas erradas, os valores estimados estdo abaixo do
valor correto. Isto pode representar uma vantagem do
algoritmo NB em relacdo ao RMT, pois pode ser melhor saber
que uma estimativa errada estd sempre abaixo do valor

correto. E  importante ressaltar, contudo, que este
comportamento do algoritmo NB nao necessariamente
ocorrerd para qualquer configuragdo dos pardmetros
sistémicos.

Ainda com relacdo a Fig. 5 nota-se que o algoritmo NB
proporcionou desempenho satisfatério para um numero de
fontes maximo por volta de m/3. Este fato estabelece uma util
relacdo entre 0 maximo niamero de fontes que se pode estimar
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com alta probabilidade de acerto e o numero necessario de
sensores.

Na Fig. 6 tem-se resultados de P, e Py, para m variavel, p =
4, RSR =-4 dB e 0 dB e n = 1000. O principal objetivo desta
figura é mostrar situagcdes em que o algoritmo NB pode nao
operar a contento. Perceba que para p fixo, um aumento de m
pode reduzir de forma drastica o desempenho do método, o
que ndo ocorre com o algoritmo RMT. Nota-se que pode
haver um valor 6timo de m que proporcionarda o melhor
desempenho a uma dada configuracdo dos demais parametros.
Contudo, ¢ importante ressaltar que a reducdo de desempenho
com o aumento de m pode se tornar menos acentuada se a
RSR for aumentada, o que também pode ser notado por meio
da Fig. 6. Mais uma vez ¢é nitida a queda de desempenho do
algoritmo RMT se ha imprecisdo na estimativa da variancia do
ruido.

0.8 .
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Y 0.61] —e— P NB
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= —O— Pse NB imprecisa
B0 ap rMT | de

.g c

£ oal|-o—r_RrMT
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o CF

Nuamero de fontes, p
Figura 5. Probabilidade de estimagdo correta (P.) e de sobrestimagdo (Pg) do
numero de fontes para m = 30, n = 1000, RSR = 0 dB e p variavel.
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Figura 6. Probabilidade de estimagdo correta (P.) e de sobrestimagao (Ps) do

nimero de fontes para n = 1000, p =4, RSR = -4 dB ¢ 0 dB e m variavel.

A Fig. 7 mostra resultados de P. e P para m = 30, p = 10,
RSR = 0 dB e n variavel. Percebe-se que os algoritmos
comecam a produzir estimativas com alta probabilidade de
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acerto com valores significativamente diferentes para o
numero de amostras n. Especificamente, o algoritmo NB
pressupde que sejam coletadas mais amostras para que resulte
em uma dada probabilidade de estimagdo correta, caso a
variancia do ruido seja estimada com precisio no método
RMT. Caso haja imprecisdo nesta estimativa, pode-se notar
que o algoritmo NB pode atingir altos valores de P, mesmo
que o nimero de amostras utilizadas pelo método RMT seja
muito maior.

Um aspecto importante a observar na Fig. 7 € a consisténcia
dos estimadores. Note que o estimador NB parece ser
consistente, ou seja, P, — 1 se n — oo, embora nio se tenha a
prova por consequéncia da dificuldade de tratamento
matematico do modelo. Por outro lado, o estimador RMT
apresenta o que se denomina em [3] de “consisténcia
aproximada”. Esta aproximacdo pode ser analisada por varios
angulos: primeiro, note que P. — 1 — a se n — o, 0 que
representa uma certa polarizagdo do estimador, polarizacao
esta que pode ser reduzida a medida que se reduz «. Por outro
lado, se ha imprecis@o no conhecimento sobre a variancia do
ruido, o estimador RMT se mostra inconsistente. Tem-se
ainda a impressdo de que o algoritmo RMT tem valores
otimos de numero de amostras que dependem dos demais
parametros sistémicos. Esta observacdo esta em consonancia
com a afirmagdo do segundo paragrafo apos a equagdo (9), a
qual sugere que a analise assintdtica que permitiu a
determinacgdo do limiar no algoritmo RMT s6 ¢ precisa para
valores finitos de m e n se a relagdo m/n ou n/m néo leva a um
numero muito elevado. Além disso, pode-se verificar que em
[3] afirma-se que a consisténcia do algoritmo 14 proposto nédo
¢ satisfeita na totalidade das possibilidades de combinagdo dos
parametros sistémicos, o que corrobora com o comportamento
mostrado na Fig. 7. Ainda com relagdo a Fig. 7, novamente
percebe-se o efeito complementar de P. e P, no algoritmo
RMT para n acima de aproximadamente 500. Mais uma vez
percebe-se o valor nulo de P, no algoritmo NB, agora
independentemente de do valor de 7.
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Figura 7. Probabilidade de estimagdo correta (P.) e de sobrestimagdo (Ps) do
numero de fontes para m = 30, p = 10, RSR = -3 dB e n variavel.
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A Fig. 8 apresenta resultados de P e P, para RSR variavel,

m = 30, p = 10 e n = 1000. Observa-se que, embora o
algoritmo RMT sofra grande influéncia da imprecisdo na
estimativa de o?, consegue produzir estimativas do nimero de
fontes com alta probabilidade de acerto sob valores um pouco
mais baixos de RSR (cerca de 2.5 dB na situacdo analisada)
que o algoritmo NB. Entretanto, o algoritmo NB apresenta
comportamento monotonicamente crescente da probabilidade
de estimagdo correta com o aumento da RSR.

Por fim, ¢ importante ressaltar que embora o algoritmo
RMT possa apresentar desempenho superior aos demais aqui
analisados, incluindo o algoritmo NB, isto ocorre quando se
tem elevada precis@o da estimativa da variancia de ruido. No
entanto, ressalta-se que complexidade computacional inerente
ao método RMT néo é baixa, sendo esta herdada do proprio
processo de estimagdo de variancia de ruido e da necessidade
de inversdo numérica da distribui¢do de Tracy-Widom para
determinacdo do limiar de decisdo. Como se pode observar no
Algoritmo 1, o método NB requer simples operagdes em seu
corpo, resultando, portanto, em uma carga computacional
significativamente menor que o algoritmo RMT.
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Figura 8. Probabilidade de estimag¢do correta (P.) e de sobrestimagdo (Ps.) do
namero de fontes para m = 30, p = 10, n = 1000 ¢ RSR variavel.

VI. CONCLUSAO

Neste artigo foi proposto um novo método empirico para se
estimar por meio de multiplos sensores, o numero de fontes de
sinais contaminados por ruido, em canal com desvanecimento.
Além de produzir estimativas consistentes a medida que o
numero de amostras aumenta, o algoritmo proposto possui
comportamento monotonicamente crescente da probabilidade
de estimagdo correta, tanto com o aumento da RSR quanto
com a reduc¢do no ntimero de fontes. Verificou-se ainda que o
algoritmo proposto consegue estimar um numero de fontes
maximo ligeiramente menor que o algoritmo baseado na teoria
de matrizes aleatérias e operar satisfatoriamente sob uma RSR
ligeiramente superior. No entanto, para um niimero pequeno
de fontes e para valores elevados de RSR, o desempenho do
algoritmo proposto se mostrou superior. Vale ainda lembrar
que, ao contrario do algoritmo baseado na teoria de matrizes
aleatorias, o algoritmo aqui proposto ndo pressupde o
conhecimento a priori de nenhum parametro e nio necessita
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estimar nenhum outro, exceto os autovalores da matriz de
covariancia do sinal recebido, como o faz também o algoritmo
baseado na teoria de matrizes aleatorias.
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