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Estimacao do Numero de Fontes Utilizando
Metodos Baseadne Teoria da Informacéa

Patricia Maria Soares, Dayan Adionel Guimaraes e Rausley Adriano Amaral de Souza

Abstract—This is a tutorial paper on methods that use forma que operem a contento [3]. Este também é o caso de
information theoretic fundamentals for estimating the number of  varios algoritmos de estimagdo de direcdo de chegada (DoA,
sources. Three methods are addressed: the Akaike information dlrect|0n of arnva) de Slna|s em arranjos de antenas' 0s quals
criterion (AIC), the minimum description length (MDL) and the 4, ;76m estimativas mais precisas se é conhecido o nimero
Bayesian information criterion (BIC). The tutorial also provides a de transmissores [10]. Em sistemas de radar, a estimagao do
background material so that the understanding of the above 7 ' " ! Q
methods is facilitated and the text becomes self-contained. NUmero de fontes pode auxiliar no conhecimento do nimero
Nevertheless, a large number of references are cited to allow for d& €cos de um sinal refletido por um alvo, permitindo que
the reader to seek for more detailed information, if needed. etapas posteriores de processamento reduzam a influéncia de

Index Terms—Akaike information criterion, Bayesian tais ecos na caracterizacdo do alvo [2][11]. Em medicina, a
information criterion, estimation of the number of sources, estimagdo do numero de fontes pode ser utilizada, por
maximum description length. ) o exemplo, na contagem do nimero de neurdnios que respondem

Resumo—Este tutorial discorre sobre métodos de estimagdo do , agtimylos controlados em cada parte do cérebro, permitindo

numero de fontes baseados na teoria da informac&o. Trés métodos J ) P . ; .
sd0 abordados: o critério de informacio de Akaike (AIC), o gue as areas cerebrais sensiveis a cada tipo de estimulo sejam

método do comprimento de minima descrigio (MDL) e o critério identificadas [8].

de informag&io Bayesiana (BIC). Alguns conceitos fundamentais ~ MUito se tem pesquisado sobre a estimagéo do nimero de
também s&o fornecidos, objetivando facilitar o entendimento dos fontes desde o trabalho seminal de M. Wax e T. Kailath [2], o
meétodos supracitados e tornar o tutorial mais completo e até certo qual discorre sobre os métodos fundamentados pela teoria da
ponto independente da consulta a outras referéncias em um jnformag&o. Entre eles merecem destaque o método baseado
primeiro - momento. - Ainda assim, um grande namero de g critgrio de informagdo de Akaike (AlBKkaike information
referéncias é listado de forma que o leitor possa procurar por criterion), o método do comprimento de minima descric&o

informagBes mais detalhadas, caso necessario. MDL. mini d intion | he st0do b d
Palavras chave—critério de informagdo de Akaike (AIC), ( , minimum description lengjfe o método baseado no

critério de informagdo Bayesiana (BIC), estimagdo do nimero de Critério de informacdo Bayesiana (BIBayesian information

fontes, método do comprimento de maxima descrigdo (MDL). criterion) [12]. Dentre estes, o método MDL tem sido
considerado referéncia ou elemento de comparagado na maioria
I. INTRODUGAO dos estudos de estimacao [3].

Estimar o nimero de fontes significa determinar a Métodos baseados na teoria de matrizes aleatérias (RMT,

qguantidade de fontes geradoras dos estimulos recebidos ra&dom Tatf'x theoytém sido explora_dos como aIteanatNos
um arranjo de sensores. Trata-se de um problema classico®fhrelacao aqueles baseados na teoria da informagao. Em [3],
processamento digital de sinais, encontrando aplicacdes Bff; €xemplo, sdo aplicados recentes resultados sobre a
telecomunicacdes, em medicina, em sistemas de radares disjribuicdo dos autovalores da matriz de covariancia do sinal
estatistica e em m,uitas outras éréas [1]-[8] 'recebido e do ruido em um novo algoritmo baseado em uma
No contexto de sistemas de telecomunicaces, estimaPgfiuéncia de testes de hipdteses. O algoritmo de [3] procura
namero de fontes significa estimar o niimero de transmissop@sfer alta erob_abmda,de de detegga_lo correta em regimes de
ativos em uma determinada faixa de frequéncias, usando baixa relacao sinal-ruido, caracteristica marcante do estimador
arranjo de antenas como elemento sensor ou um conjunto’ Y Pem como boa consisténcia em regimes de grandes
receptores com antenas simples compondo um arranjo virtQgmeros de amostras do sinal recebido, caracteristica relevante
de antenas. No contexto de sensoriamento espectral @fnestimador MDL. A maior desvantagem do método baseado

sistemas de radio cognitivo (RC) [9], por exemplo, pode sBp teoria de matrizes aleatérias consiste da necessidade de se

importante nas técnicas de deteccdo em que a rede secun@&ig'ar @ variancia de ruido térmico para que, em seguida, um

conheca o ndmero de transmissores para que po Qiar de decisdo do teste de hip6teses seja computado. Isto
corretamente computar a estatistica de teste que permifPd® rzprgsenta}r um %randde ObStaCrL:lo de (;rdean p(;atlca, alzm
verificar o estado de ocupacdo do espectro, ou até mesHioPro u§|r va:nagao_ ed Zsemp_ein 0 em luncdo do grau de
como dado adicional de entrada de um processo cognitRiciSao do valor estimado de variancia. . ,

mais amplo. Neste caso as antenas dos radios cognitivodl0S métodos baseados na teoria da informagéo, assim como
compdem o arranjo virtual de antenas. Outra aplicacio Jate} método baseado na teoria de matrizes aleatérias, 0 niumero
sistemas de telecomunicacdes consiste da estimagao dfdontes € estimado tomando por base uma classificacdo dos
variancia de ruido térmico na entrada de um receptor, fdiovalores da matriz de covariancia do sinal (estimulo)
presenca de sinal. Varios algoritmos de estimagdo deSgpsoriado. Tal classificagdo pode ser caracterizada como um
variancia necessitam conhecer o niimero de sinais recebido@i@plema de selecdo de modelmoglel selection ou de
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determinacdo de ordem de modelomo@el order

determination [1]-[3][12] e busca identificar, dentre todos os - 18 N

autovalores, um subconjunto cujo nimero de elementos esta R :ﬁzxixi = ?]XX ' 2
associado ao numero de sinais recebidos. Esta classificacao =1

dos autovalores corresponde a um dos maiores desafios destes . 3
métodos em quet denota conjugado transpostX ede ordemmxn, é a

Neste tutorial apresenta-se uma introdugéo aos métodosr“ihfét,r iz formada a}rranjando-se lado a lado nogetores do
estimagdo do numero de fontes baseados na teoria c&gju_nto b} Seja S, de ordempxn, a matriz formada
informacao, restringindo-se a abordagem aqueles que utilizéfﬁan]?ndo'se_ lado a lado ns_/etores &} Se N, de ordem
os autovalores da matriz de covariancia do sinal recebidB.™ © a~matr|z formada arranjando-se lado a ladovesores
Como preparacdo para o entendimento de tais métodos,”ﬁ' er_wtao‘se E)o_de escrever (}Xﬂ«: HS+_N' . .
Secao Il descreve a formulacdo do problema e na Secao Il Sagewdo a _medla nula_ _do ruido e sua |ndep_endenc_|a do sinal,
apresentados alguns fundamentos relacionados a teoriapage'se facilmente verificar qépode ser assim escrita [2]:
estimacdo de ordem de modelo. Nas segbes IV, V e VI sédo
apresentados os métodos de estimacdo AIC, BIC e MDL, R=E[XXT=HRH" 4051, (3)
respectivamente e também resultados de simulacdo e
interpretacdes sobre o desempenho de cada um. A Secaoewil queRs é a matriz de covariancia do sinal transmitido, ou
apresenta resultados de simulagdo comparativos e se§a,R, = E[SS]. Da teoria de algebra linear, se a matriz de

comentdrios finais estéo presentes na Secéo VIII. canalH tiver todas ag colunas linearmente independentes
(full rank), o posto fank) da matriz HRH' serdp ou,
[I. FORMULAGAO DO PROBLEMA equivalentemente, o — p menores autovalores d¢RH'

Considere que o sinal incidente em um receptor com Lﬁﬁréo nulos. Como os autovaloresRledo os autovalores de

- oo ~
arranjo dem antenas (ou erm receptores com uma antenalRsH" mais os autovalores dézl, entao osn — p menores
cada um, formando um arranjo virtual) Résimo instante de autovalores d& serdo iguais &". Note entdo que € possivel

tempo discreta, = 1, 2,...Nn, possa ser representado por se estimar o numero de fontgs determinando-se a
multiplicidade dos menores autovaloresRie
X, = Hs +n (1) Na pratica, entretanto, ndo se conhece a matriz de

covarianciaR, mas apenas sua estimatikg a qual é obtida a
partir de um ndmero finita de amostras, conforme [2]. Neste
caso 0s menores autovalores & serdo diferentes com
probabilidade 1, e a estimagdo do numero de fontes
meramente “observando” os autovalores se torna tarefa

em que &} = {x(t)} denota observa¢fas-dimensionais do
sinal recebidoH é a matriz de canal de ordanxp, comp

colunas linearmente independentes contanddementos. Os
elementos K} de H, k = 1, 2,...mel =1, 2,...,p, bastante complexa [2].

representam o ganho do canal entteésimo transmissor (ou P - .
L . A classificacéo dos autovalores & em dois grupos que
fonte) e ok-ésimo sensor (elemento em um arranjo de antenas

) . . pfrmitam identificar quantos sdo os maiores (ou menores)
ou receptor com antena simples), como ilustrado na Figura

) L Y~ ~corresponde justamente ao maior problema na estimacao do
O conjunto §}, de ordempx1, representa sinais aleatorios_ . P J P ¢

T - - namero de fontes por meio da estimativa da matriz de
estacionarios de média nula. Por finm}{ de ordemmx1, . ; . ;
: . . 2 covariancia do sinal recebido. Para ilustrar esse problema, a
representa os vetores de ruido aditivo Gaussist®y o°1),

. . Figura 2 mostra os gréaficos dos autovalorgs{ )\, > --- > \
coml sendo uma matriz identidade de ordem 9 . g.A . . S 2= =/m
} da matriz de covariancia do sinal recebid®, normalizados

em relagdo ao maximo autovalor, para valores de relagéo sinal-
ruido (SNR, signal-to-noise ratip de 0 dB e-15 dB. O
namero de fontes p = 5, o nimero de sensoresné 30, 0
namero de amostras por receptor (senson) # 1000 e a
poténcia total do sinal transmitido é unitaria. Perceba qoe os
—p = 25 menores autovalores estao nitidamente separados dos
p = 5 maiores, possibilitando uma estimacdo correta do
namero de fontesp. Ja para uma SNR =15 dB,
correspondente a uma relagdo sinal-ruido bem menor, é
praticamente impossivel notar a separacao enfpar@sores e
osm—p menores autovalores, o0 que significa que a estimacgéo
Figura 1: Representagéo dos ganhos na matriz detéamalum cenario com d0 nuUmero de fontes nessa situacdo levaria a uma alta
p transmissores @ receptores. probabilidade de erro.

SejaR a matriz de covariancia do sinal recebido, a qual tem
sua estimativa de maxima verossimilhanca dada pela média
amostral $ample covariance matpix
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1 em que
0.9 0= 72 (6)
g
0.8
m - p menores autovalores
0.7 SNR =-15 dB Como O, a principio, € um vetor de parametros
desconhecidos, representa-se p@r a sua estimativa. A
_ 061 aplicacao do critério de maxima verossimilhanca consiste em
< 054 encontrar o conjunto de pardmetros que maxinfiga 0) ou
< Inf(x,0), j& que a fungdo logaritmica € uma fungdo
041 monotbnica  crescente. A  estimatva de maxima
034 verossimilhanca do vet@rpode assim ser escrita [12]:
m - p menores autovalores
021 SNR =0 dB 0 = arg max|inf & (7)
0.1
0 . , . . : . Em muitas aplicagbes, ndo somente os valores dos
0 5 10 15 20 25 30 parametros estimados a partir do vetor observado sdo de
Figura 2: Classificagédo dos autovallores da matriz de covariancia estimadlzpteres_se' mas também a dimens&o .dO vetor de parémEtrOS
para SNR = 0 dB e SNR-=15 dB . Esta dimensédo é usualmente denominadardem do modelo
em analise e pode estar associada, por exemplo, ao numero de
I1l.  FUNDAMENTOS fontes de sinais incidindo sobre um arranjo de sensores. E

Nesta se¢do séo apresentados alguns fundamentos Sobqgsga forma que 0 critrio de maxima verOSS|m|Iha_n<;a Nesta
teoria da estimacgdo de ordem (ou selecdo) de modelo. Né&%%edado aos metodos de seledo ou de determinagdo de
pretende aqui cobrir com profundidade todos os conceitod €M de .modelo [12]. N .
desenvolvimentos matematicos, mas apenas estabelece % seguir, o problema de s<_e|epao de ordem de model_o_ €
8ﬁmulado como um teste de hipéteses, para o qual se verifica
ye o critério do maximaa posteriori (MAP) pode ser

conexao entre eles de forma que o leitor possa conse

entender as origens de cada um dos métodos de estima . . . . o
discutidos. Espera-se também que os fundamentos a S'derédo otimo. Em segwda discute-se sopre 0 criterio de
apresentados sirvam para que o leitor tenha condic;(”)esI rmagao de Kullback-l__elbler (KL), o qual d~|reC|ona para
estudar tais métodos de forma mais aprofundada, ou gfea ?bordagem alternativa para a elaborage_lo de. regras de
mesmo estudar outros métodos ndo cobertos neste artigo. selecao de ordem de modelo baseadas na teoria da informc¢éo.

A. Estimagdo de Ordem de Modelo pelo Critério de Méaxima_ ", Esttlnja(_;alc\)/lile:z)Ordem de Modelo pelo Critério do Maximo
Verossimilhanga a Posteriori ( )

. . . SejaH, a hip6tese de que a ordem do modelo em analise é
Considere um vetom-dimensional x observado em um ja i P q

determinado instante de tempo discreto. O critério de méxirlﬁae sejak um I!mJtante supKer|0r~para essa ordem. Considere
da que as hipotes@d{,} K_; sdo mutuamente excludentes,

verossimilhanca pode ser utilizado para se obter a estimatiyao2 © del d derad
de um determinado parametro a partir desse vetor [12][13]. S€ja, apenas uma celas pode ser considerada como
rdadeira por vez. O critério MAP é aquele que maximiza a

Considerandox uma variavel aleatéria (multidimensional) o S o
associada a um sinal recebidod eum vetor de par&metros probabilidadea posteriori da_hipbteseHy, P(H|x), e
%Iternativamente pode ser assim descrito [12]:

desse sinal, a funcdo densidade de probabilidade (FD®R) d
pode ser representada pb(x,0), conhecida como funcéo de
verossimilhanga do vetox em fung¢édo dos parametros &m mlf"Xf & 1Hi P O, (8)
[2][3][12]. Seja o vetorx representado por [12]
em queP(H) é a probabilidadea priori de H,. Se as
X = u(y)+mn, (4) nipéteses sdo equiprovaveis, o critério MAP se reduz a

em quey é um vetor desconhecidq(y) € uma funcéo maxf x |H, ). 9)
deterministica dg e n representa o ruido Gaussiano e branco K

(AWGN, additive white Gaussian noijsale média zero e ) . N
matriz de covariancia igual a?. Entdose pode escrever NO contexto de estimacdo de parametros, quando o
(x,0) como [12] parametro estimado é um inteiro, se costuma dizer que se trata

de um problema deetec¢éo Sendo assim, quando se estima o
N2 pardmetro de interesse atribui-se ao processo de estimacgéo
1 _HX_/L(W)H L. ~ .
_ e 202 (5) umaprobabilidade de detecc&mrreta Considere que, para o
(2m)"2 (g2) ™2 problema de estimacdo de ordem de modelo, a probabilidade
de deteccgdo corretd, seja aquela obtida pela média sobre

f(x,0)
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todas as hipéteses. Pode-se mostrar [12] que o critério MAPeita em (11) € dependente do modelo. Entdo, maximizar
minimiza P, e que, portanto, trata-se de um critério 6timo parB[ f(x,0), f (x,0)] é equivalente a maximiz&[ln f(x,0)], a

determinagéo de ordem de modelo. chamada informacéo relativa de Kullback-Leibler.
Aspectos de realizagdo pratica do critério MAP sdo A escolha ideal paraf (x,0) de forma queE[ln f(x,0)]
discutidos mais adiante, na Subsecéo I1I-D. seja maximizada éf(x,0). Como esta funcdo ndo esti

C. Distancia de Kullback-Leibler (KL) dlSFiOﬂlveL uma escolha razqaveJ seria aquela opnda com os
o . i ) parametros estimados, ou sdjg,0). No entanto, ainda nao
A distancia de Kullback-Leibler & uma medida deerig possivel computar o valor esperdfm f(x,0)], ja que
discrepancia entre duas FDPs, a verdadeira e a estimada, P@ 6), a FDP real dos dados sobre a qual o valor esperado
exemplo. Definindo a FDP verdadeira configc,0) € a FDP  seria tomado, nio é conhecida. Como saida poderiamos
estimada comof(x,0), a distancia de Kullback-Leibler € jilizar o estimador ndo polarizado trivial dgfIn f(x, )],

definida como [12] que é Inf(x,0). Entretanto, como ressaltado em [12], a
ordem de modelo obtida a partir da maximizagadndi(x,0)
D[ f(x,0), f(x,0)] = f f(Xlg)deX_ (10) ndo tera propriedades interessantes, podendo falhar
f(x,0) completamente em alguns casos, principalmente naqueles em

R que hipGteses estdo aninhadas, ou seja, quando o modelo

Pode-se mostrar [12] qué[f(x,0), f(x,8)]>0 e que associado a uma hipétese é um caso particular de um modelo
D[ f(x,0), f (x,08)] = 0 se e somente s&(x,0) = f(x,0). associado a outra hipétese.

A distdncia de KL é também conhecida coewiropia Uma primeira abordagem para a solu¢cdo do problema
relativa. Como, segundo t#eoria da informacépa entropia € supracitado consiste em aproximar a FDP desconhecida do
uma medida de quantidade de informacédo, entdo se paaedelo, f(x,0), por uma expansdo de Taylor em torno do
associar a discrepancia medida pela distancia de KL a perdaveior de parametros estimado$,, usando entio essa
informac&o pelo uso dé(x,0) em vez def(x,0). Por essa aproximacdo comof (x,0) no problema de maximizagédo da
razéo a distancia de KL € as vezes denominada de funcadndermacéo relativa de KLE[In f(x,0)]. Como resultado, a
informacg&o de KL e os métodos de determinacdo de ordemotidem de modelk (dimensdo do veto®) estimada sera
modelo dela derivados sdo usualmente denominados atgiela que minimiza [12]
métodos baseados na teoria da informacéo

Aspectos de realizag8o pratica da informacdo de KL sé&o —2Inf (x,0)+ k. (12).
discutidos na proxima subsecéo.
D. Aplicacéo do critério MAP e da informacao de KL na Verificou-se em [12] que a ordem do modelo obtida por
estimacéo de ordem de modelo meio da minimiza¢do de (12) tende a ser superestimada porque

E importante ressaltar que nem o critério MAP nem 4n& reducdo no primeiro termo tende a ser pouco compensada

informacéo de KL podem ser utilizados diretamente paP§!0 aumento no segundo termo. Em outras palavras, o
estimagao de ordem de modelo, pois as FDPs relacionada$&@Hndo termo em (12) penaliza a sobrestimacdo, mas nao o
vetor de dados sob as vérias hipétesids, | 7, ), ou a FDP 122 @ contento. Mais genericamente, o termo de penalizag&o
verdadeira dos dadog,(x,0), s&o desconhecidaé (ou termo de corregdo) é entdo responsavel por tornar néo

Uma alternativa para se utilizar a abordagem MAP considigl@rizada a estimativa da distancia media de KL entre a
em se atribuir uma FD® priori para o vetor desconhecid, ~ densidade real do modeld;(x,0), e a densidade estimada

integrando f(x,0 |#,) em relagio a essa FDP para sd (%,0). . . . "

encontrar a FDP associada a cada hipotese| ). Como visto na Subsecdo IlI-A, a densidatigx,8) pode
Em relacdo a informacdo de KL, uma possibilidade i determinada a partir da estimativa de maxima

utiliza-la na estimagdio de ordem do modelo consiste Merossimilhanca® do vetor de parametros desconhecidos.

utilizar uma estimativa da distancia de KL, denotada pérd'@ O caso especifico da estimagdo da ordem do modelo

D[ f(x, 0), f(x,e)], escolhendo-se uma FDP(x,0) que seja aplicada é’ estimagécg do numero de fontdgx,0), ou
d (x,0), € uma funcao dos autovalores & Ao > -+ = A }

adequada ao modelo. A determinacdo da ordem do modeld / o . : - .
entdo realizada pela minimizacéo 6{ef(x, 0), f(x,ﬂ)]. da matriz de covariancia do sinal recebido. Admitindo ruido

No caso particular da informacdo de KL, note que Gaussiano, sinais fonte com distribuicdo Gaussiana e matriz de

expressdo (10) pode ser reescrita como canal com posto maximofu{l rank), tal funcdo de log-
verossimilhanga tera a forma [2]

D[f (x,0),  (x,0)] = E|In-*:0) m
f (x,0) (11). T »
= E[In f(x,0)]— E[In {(x,0)], In f(x,0) =nin—=KL__ (13)
m
3|
em que o valor esperado é tomado com relacdo a FDP real dos i=k+1

dados observado§(x,0). Note que somente a parcela da
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Pode-se verificar [2] que o veto® terd k+l+2mk se deseje alta probabilidade de detecgdo correta para um
padmetros, dos quaig2m-Kk)+1 sdo parametros livres paranimero maior de fontes. Tais comportamentos ndo sao
exolha. Portanto, de acordo com (12), o numero de fontearticulares do AIC, ressalta-se. Observe também na Figura 3

estimado sera o valor #eque minimiza que, mesmo para altos valores de SNR, o estimador AIC ndo
atinge P, = 1, o que é uma caracteristica intrinseca a este
m estimador (como mostrado mais adiante, esse comportamento

H A € causado porque o estimador AIC n&ocdnsistente
72nlni:k+1m_k+ termo de correca (14) apresentando sempre uma probabilidade ndo nula de
EE zm: \ sobrestimacado). Note também que, para altos valores de SNR,

m—ki:kﬂ ! a probabilidade de sobrestimac®g. — (1 — P.), o que

significa que, quando o estimador comete um erro, comete-o

A segquir verifica-se que os critérios AIC, BIC e MDL temesnmando um nmero de fontes maior que o algto ndo

. o rre para valores mais baixos de SNR, ou seja, embora haja
uma forma muito similar aquela representada pela expresggg P . ~ i - S€l 4
erros de sobrestimagéo nesta situacdo, a maior parte deles é de

(14). Basicamente o que difere tais critérios € forma como . ~ . . .
cada um penaliza a sobrestimagéo da ordem do modelo, o iu%esﬂmagao. note na Figura 3 que em regimes de baixa SNR

u
€ determinado pelo termo de correcdo, que serd uma fungé(g g >¢€ (1-Po) > Pee
namero de parametros livrie@m-Kk)+1. ]

IV. CRITERIO DE INFORMAGCAO DE AKAIKE (AIC) 0.91

O método de estimagédo de ordem de modelo por meio do 0.8
critério de informagdo de Akaike (AlQAkaike information
criterion) foi proposto por Akaike em 1973 [14][15].
Derivado dos conceitos de minimizagdo da informagdo de
Kullback-Leibler, o método AIC consiste em selecionar a
ordem do modelo que minimiza [2]

e
o

—@—P AIC(p=5)
—o—P_AIC(p=5)
—m—P_AIC(p=15)
—a-P_AIC(p=15) |t

Probabilidade
(=}

N
=

—2Inf (x,0)+ 2. (15) 03
O primeiro termo do estimador AIC corresponde ao "
primeiro termo de (12) e o termo de corregaoorresponde 0.19
ao numero de parametros livres émSubstituindo em (15) a o e O © SO >S—o
funcdo de log-verossimilhanga de (13) e o numero de -15 -10 -5
: ; SNR, dB
parametros livresk(2m-k)+1 de 6 para o problema de Figura 3: Desempenho do estimador AIC para SNR variavel.
estimacdo do nimero de fontes, o critério de informagéo de
Akaike passa a ser escrito como A Figura 4 mostra o desempenho do estimador AIC para o
nimero de fontes variavel, SNR = 0 dB-® dB, n = 1000
m amostras por sensorre = 30 sensores. Note que, para uma
H A SNR fixa, a probabilidade de detecc¢éo correta decresce com o
AIC(k) = 72nlni:k+1mk+2[k(2mf K)]. (16) aumento do nimero de fontes. Note também que o maximo
il \ namero de fontes estimado com alta probabilidade de detecgéo
mz ! correta decresce a medida que a SNR é reduzida. Observe
novamente qu@. nao atinge o valor 1 devido a probabilidade
nao nula de sobrestimacao produzida pelo estimador AIC.
minimiza AIC(), parak = 0, 1, ...m— 1. ,A Figura 5 mostra o desempenho do estimador AIC para o

Todos os graficos apresentados deste ponto em diante for urF?ero de amosras variavel, SNR-dB e-4 dB, numero

obtidos por meio de um minimo de 3000 eventos de Monte o’ntesp = 10 em =30 SEensores. Por meio fjest_a figura &
- v ossivel notar que, de fato, o estimador Al@@nsistente
Carlo utilizando o programa Matlab®. O cddigo font

- . . L ou seja, o valor estimado ndo converge para o valor real do
desenvolvido esta reproduzido no Apéndice. J gep

O desempenho do estimador AIC é mostrado na FiguraFféF’wjlmeno estlr_nadana medida que =€ aumenta o numero Qe
mostras colhidasn). Observe também que valores mais

considerando SNR variavel, poténcia de transmissao unitéﬁ%ﬁxos de SNR pressupdem maior ndmero de amostras para
namero de fontep = 5 ep = 15,n = 500 amostras por sensor P P P

em = 30 sensores. As curvad, e P, representam as que se atinja uma determinada probabilidade de detecgéo
- . se

- ~ - ~_cqrreta. Esta ndo é, contudo, uma caracteristica particular do
probabilidades de deteccdo correta e de sobrestimacao
namero de fontes, respectivamente. Note que, como esperae§ |,mador AIC.
o0 aumento da SNR eleva a probabilidade de deteccéo correta.
No entanto, verifica-se que é necessaria uma SNR maior caso

O numero de fontes estimadd@, sera o valor d& que
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a 1 com o aumento no nimero de amostras. Matematicamente,
P. — 1 sen — . Portanto, assim como o MAP, o estimador
BIC é considerado 6timo para o problema de sele¢céo de ordem
de modelo.

O método BIC consiste em selecionar a ordem do modelo
que minimiza [12]

4
=)

o
0

o
Q

o
o

1 —.—Pc AIC (SNR =-5 dB)
] _9_ch AIC (SNR =-5 dB)
_._Pc AIC (SNR =0 dB)

J _B_P\C AIC (SNR =0 dB)

—2Inf (x |é)+/-<|nn. a7

Probabilidade
=]

N
'S

Note que o primeiro termo do estimador BIC também
corresponde ao primeiro termo de (12) e o termo de corregéo
que corresponde ao nimero de parametros livre® eram
um fator Inn extra. Substituindo em (17) a funcdo de log-
verossimilhanca de (13) e o nimero de parametros livres
= T S—g k(2m-k)+1 de 6 para o problema de estimac¢do no nimero de
P20 imero de foms 01820 fontes, o critério de informacé@o Bayesiano passa a ser escrito

Numero de fontes, p
Figura 4: Desempenho do estimador AIC para numero de fontes variavelcomo

e
w

S
)

0.14

1

m

[T A

BIC(k) = —2nIn——=L 4 k(2m—KInn  (18)
0.8 m m—k
1

0.7 mi:kﬁ—l)\i ]
3 0.6 —@—P,AIC(SNR=-4dB) |
i; —6—P  AIC(SNR=-4dB) O numero de fontes estimad@, serda o valor dé& que
£ —&— P AIC(SNR=-24B) [ minimiza BICK), parak=0, 1, ...m— 1.
£ 0.4 —8-P AIC(SNR=-2dB) |{ O desempenho do estimador BIC é mostrado na Figura 6,

considerando SNR variavel, poténcia de transmissdo unitaria,
p=5ep=15n=1000 em= 30. Observe novamente que o
aumento da SNR traduz-se em aumento da probabilidade de
deteccgdo correta e que é necessaria uma SNR maior caso se

L deseje alta probabilidade de deteccdo correta para um niimero
(o FSBEELCC T T — maior de fontes. Em contraste com o estimador AIC, observe
50 200 400 600 800 1.000 1.200 1.400 1.600 1.800 2.000 . . .

Nitimero de amostras, 7 na Figura 6 que o estimador BIC atinge= 1, o que ocorre

Figura 5: Desempenho do estimador AIC para nimero de amostras variavporque 0 estimador BIC éonsistente Note também que a
probabilidade de sobrestimacao é sempre nula, ou seja, quando

V. CRITERIO DE INFORMAGAO BAYESIANO (BIC) o estimador BIC comete um erro comete-o sempre estimando

O critério de informagdio Bayesiano (Bl(Bayesian UM numero de fontes menor cue _
information criterior), também conhecido como critério de A Figura 7 mostra o desempenho do estimador BIC para o
Schwarz, foi proposto por Schwarz em 1978 [16]. namero de fontes variavel, SNR = 0 dB%dB,n = 1000 em

Tanto 0 AIC quanto o BIC se baseiam na minimizagdo da 30- Assim como no caso do AIC, a probabilidade de

informacdo de KL. No entanto, diferentemente do AIC, effetec¢ao correta decresce com o aumento do niimero de fontes
uma das formas de desenvolvimento matematico do BRO Maximo nimero de fontes estimado com alta probabilidade
utiliza-se a FDRa priori do parametro a ser estimadb(8) de deteccdo correta decresce a medida que a SNR é reduzida.

de forma analoga ao que acontece no critério MAP com @@serve novamente qé pode atingir o valor 1 e qu&.= 0
probabilidadesa priori das hipéteses. O uso dig@) se faz €M qualquer situacéo. _
necessario devido a adogdo de uma aproximagao ligeiramenté Figura 8 mostra o desempenho do estimador BIC para o
diferente daquela adotada no AIC na aproximagdo da Fijpmero de amostras variavel, SNR = 0 dBdB, p = 10 em
desconhecida do modelo em torno do vetor de parametros0- Por meio desta figura € possivel notar que, de fato, o
estimados. estimador BIC éconsistente ou seja, a probabilidade de
Assim como no MAP, o teorema de Bayes é invocado dlsteccéo correta converge para 1 a medida que se aumenta o
desenvolvimento matematico do BIC de forma a relaciondHmero de amostras. Observe também que, assim como no
devidamente as probabilidadegriori ea posteriori Essa é a €as0 do AIC, valores mais baixos de SNR pressupgem maior
raz&o da associacio do nome “Bayesiano” ao BIC. numero”de amostras para que se atinja uma determinada
Contrastando com o estimador AIC, o estimador BIC Rrobabilidade de deteccdo correta com o BIC.
consistenteou seja, a probabilidade de deteccao correta tende
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Figura 6: Desempenho do estimador BIC para SNR variavel.
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VI. METODODO COMPRIMENTODE MiNIMA DESCRICAO
(MDL)

O método do comprimento de minima descricdo (MDL,
minimum description lengthfoi desenvolvido de forma
independente por Schwars [16] e Rissanen [17] em 1978. O
desenvolvimento do método MDL também utiliza conceitos
relacionados a teoria da informacao. Particularmente, Schwars
adotou uma abordagem Bayesiana, similar aquela utilizada no
desenvolvimento do BIC. Rissanen, no entanto, se baseou em
aspectos de compressdo de informagdo. Resumidamente,
Rissanen notou que cada modelo em julgamento pode ser
interpretado como uma forma de codificacdo de fonte
(compressédo) dos dados observados. O modelo selecionado é
entdo aquele que mais comprime tais dados, ou seja, é aquele
gue minimiza o comprimento médio do cédigo. O nome
minimum description lengthdvém dessa observacao.

Embora derivado a partir de diferentes abordagens, o
estimador MDL obtido por Schwarz e por Rissanen mostrou-
se ser 0 mesmo. Mais que isso, em alguns casos o estimador
MDL é equivalente ao BIC. Essa equivaléncia é valida
somente se, no desenvolvimento de ambos os estimadores,
considera-se que o nimero de parametros estimados € fixo.
Caso seja variavel ou crescente a medida que o nimero de
amostras aumenta, os modelos para os estimadores BIC e
MDL se tornam distintos, podendo estimar ordens de modelo
bastante distintas [18].

No presente contexto os critérios para equivaléncia entre
MDL e BIC séo satisfeitos e, portanto, o estimador MDL tem
a mesma expressdo e o mesmo desempenho do BIC. Entao,
conforme (18),

A

MDL(K) = —2nin——=1——— 4+ k(2m— Kkinn (19)
A

NgElze=E

1
m-k

I|
~

+1

Assim, o numero de fontes estimadw, seri o valor d&
gue minimiza MDLK), parak=0, 1, ..., n+ 1.

VIl. COMPARAGCAO ENTREAIC EBIC/MDL

Uma primeira comparagdo entre o AIC e o MDL/BIC é
mostrada na Figura 9, considerando SNR variavel, poténcia de
transmissao unitariga = 5,n = 1000 em = 30. Nota-se que 0
MDL/BIC apresenta pior desempenho que o AIC em regime
de baixa SNR. No entanto, a inferioridade do MDL/BIC deixa
de existir em altos valores de SNR, pois mesmo produzindo
altos valores de probabilidade de acerto, o AIC resulta em uma
probabilidade de sobrestimag¢do nao desprezivel, fazendo com
gue a probabilidade de acerto nunca seja 1.

Figura 8: Desempenho do estimador BIC para nimero de amostras variavel.
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Figura 9: AIC versus MDL/BIC para SNR variavel. Figura 11: AIC versus BIC/MDL para o nimero de amostras variavel.
A Figura 10 mostra uma comparagdo entre o AIC e o VIIl. CONCLUSOES
MDL/BIC para o nimero de fontes variavel, SNR = 0 0B, Este tutorial abordou trés métodos de estimacg&o do nimero

1000 em = 30. O AIC se mostra superior em termos dge fontes baseados na teoria da informac&o: o critério de
maximo numero de fontes estimado a partir ple= 10, jnformacsio de Akaike (AIC), o método do comprimento de
inclusive. No entanto,. nao consegue atingir probabllldade Afnima descrigdo (MDL) e o critério de informacéo Bayesiana
deteccdo correta maxima P& 9, também dewdo_ao fato deLBIC). Alguns conceitos fundamentais também foram
apresentar uma probabilidade de sobrestimacdo nN@pnecidos, objetivando facilitar o entendimento desses
desprezivel. 3 métodos e tornar o tutorial mais completo e até certo ponto

A Figura 11 mostra uma comparacdo entre o AlC € jAqependente da consulta a outras referéncias em um primeiro
MDL/BIC para o nimero de amostras variavel, SNF5=IB,  omento. Ainda assim, um grande nimero de referéncias é
p =5 em = 30. Percebe-se que o AIC consegue proporciongiaqo a seguir, de forma que o leitor possa procurar por
altas probabilidades de detecgdo correta com um ”‘]meroir’i’\%rmagc”)es mais detalhadas caso assim deseje.
amostras  significativamente inferior ao necessario N0 como ha outros métodos de estimag&o do nimero de fontes
MD_L/BIC. No entanto, aprobabilidade de deteccédo corr'eta @0 este tutorial esta restrito aos métodos AIC, BIC e MDL,
estimador AIC nunca atinge o valor 1, posto que tal estimad@f4e_se considerar este trabalho como um primeiro contato do
ndo € consistente, apresentando uma probabilidade |ggor com a formulagdo do problema e com algumas formas
sobrestimagéo irredutivel mesmo com o aumento do NUMEJQ resolvé-lo, servido assim como base para o entendimento de
de amostras. outros métodos.

Em termos teéricos, observou-se que, a despeito de
utilizarem abordagens nédo totalmente iguais em seus modelos
matematicos, os estimadores AIC, BIC e MDL possuem
expressdes finais bastante parecidas: todas contém uma
parcela referente a estimagdo de méaxima verossimilhanca do
vetor de parametros desconhecidos e uma parcela de correcao
cuja funcdo é regular tendéncias de sobrestimacdo da ordem
do modelo em andlise. Os métodos diferem na forma como
realizam tal correcao.

Foi verificado que, para as condi¢cdes adotadas na estimagéo
do ndmero de fontes, os modelos referentes ao MDL e ao BIC
sdo idénticos, produzindo, portanto, desempenhos idénticos.

Comparando os estimadores AIC e MDL/BIC, observou-se
que, por ser consistente, o MDL pode proporcionar
probabilidade de deteccgdo correta igual a 1, dependendo dos
88— par&metros sistémicos. No entanto, percebeu-se que o AIC
2t imerodefoies,p pode suplantar o MDL em determinadas situacdes,
Figura 10: AIC versus MDL/BIC para niimero de fontes variavel. principalmente em regime de baixa SNR, maior nimero de

fontes e pequeno nimero de amostras.
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Pode-se também concluir que o AIC pode ser preferido s
situagcdo em que for aplicado permitir que a probabilidade
deteccgédo correta seja um pouco menor que 1.

APENDICE

O programa em Matlab apresentado a seguir tem cg
objetivo simular a deteccdo do numero de fontes utilizandg
técnicas AIC, BIC e MDL descritas neste tutorial. Q
parametros de entrada s&pn, N (eventos de Monte Carlq),

e SNR. Na linha de comandel = 'SNR' selecione o

e a
Xérandn(m,n)*sqrt(52/2)+1i*randn(m,n)*sqrt(52/2);
if p==0
H=0;
else

H=randn(m,p)*sqrt(1/2)+1i*randn(m,p)*sqrt(1/2);

end

mo

as Y=H*X+V;

s R=(Y*Y")/n;
lambda=sort(eig(R), 'descend");

% Algoritmo AIC --------------
for i=0:m-1

parametro que se deseja variar. No exemplo, a SNR € 0 aic(i+1)=-

parametro variavel.

m=30; % numero de sensores

n=1000; % numero de amostras por sensor
N=3000;% numero de eventos de Monte Carlo
p=5; % ndmero de fontes

SNR=0; % Relagao sinal-ruido em dB

sel ='SNR;
switch (sel)

case 'SNR'
Parametro =[-15-12-10-8-6-4-20246
810 12 15]'; % para SNR %variavel
case 'Nr Sensores'
Parametro=[1 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50];
% para m variavel
case 'Nr Fontes'
Parametro=[1 35791113 15 17 20]'; %
para p variavel
case 'Nr Amostras'
Parametro=[5 50 100 200 300 400 400 500 600
700 800]'; % para n variavel
end

Npt=size(Parametro,1); % nimero de pontos %no
grafico = nimero de valores do %parametro variavel

for pt=1:Npt

switch (sel)
case 'SNR'
SNR = Parametro(pt);
case 'Nr Sensores'
m = Parametro(pt);
case 'Nr Fontes'
p = Parametro(pt);
case 'Nr Amostras'
n = Parametro(pt);
end

CcAIC=0; % contador de acertos de estimagéo
CseAlC=0; % contador de sobrestimacéo
CcBIC=0; % contador de acertos de estimagéo
CseBIC=0; % contador de sobrestimacéo
CcMDL=0; % contador de acertos de estimagéo
CseMDL=0; % contador de sobrestimacéo

s2=1/(10"(SNR/10)); % variancia de %ruido
térmico

for test=1:N
if p==
X=0;
else

X=randn(p,n)*sqrt(1/(2*p))+1i*randn(p,n)*sqrt(1/(2*p

2*n*log(prod(lambda(i+1:m))/((1/(m-
i))*sum(lambda(i+1:m)))*(m-i))+2*i*(2*m-i);
end
[mInAIC, laic]=min(AIC);
NrAlC=laic-1;

% Algoritmo BIC ---------------
for i=0:m-1
BIC(i+1)=-

2*n*log(prod(lambda(i+1:m))/((1/(m-
i))*sum(lambda(i+1:m)))*(m-i))+i*(2*m-i)*log(n);

end

[minBIC, Ibic]=min(BIC);

NrBIC=lbic-1;

% Algoritmo MDL ---------------
for i=0:m-1
MDL(i+1)=-

n*log(prod(lambda(i+1:m))/((1/(m-
i))*sum(lambda(i+1:m)))*(m-i))+(1/2)*i*(2*m-
i)*log(n);

end

[minMDL, ImdI]=min(MDL);

NrMDL=ImdlI-1;

if NrAIC==p
CcAIC=CcAIC+1;

end

if NrAIC>p
CseAlC=CseAIC+1;

end

if NrBIC==p
CcBIC=CcBIC+1;

end

if NrBIC>p
CseBIC=CseBIC+1;

end

if NrMDL==
CcMDL=CcMDL+1;

end

if NrMDL>p
CseMDL=CseMDL+1;

end

end

PcAIC(pt)=CcAIC/Ntests;
PseAIC(pt)=CseAIC/Ntests;

PcBIC(pt)=CcBIC/Ntests;
PseBIC(pt)=CseBIC/Ntests;

PcMDL(pt)=CcMDL/Ntests;
PseMDL (pt)=CseMDL/Ntests;

end

plot(Parametro,PcAIC,'-
ok','MarkerFaceColor','’k','MarkerEdgeColor','k");
hold on

plot(Parametro,PseAlC,'ko-");

)

hold on

end
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plot(Parametro,PcBIC,'-
or','MarkerFaceColor','r','MarkerEdgeColor','r");
hold on

plot(Parametro,PseBIC,'ro-";

hold on

plot(Parametro,PcMDL,'-
ob','MarkerFaceColor','b','MarkerEdgeColor','b");
hold on
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plot(Parametro,PseMDL,'bo-");

xlabel(sel, 'FontWeight','bold");
ylabel('Probabilidade’, 'FontWeight','bold");
xlim([Parametro(1) Parametro(end)]);

de sinais para sistemas de Radios Cognitivos,
especificamente sobre algoritmos empiricos para
estimacgdo do numero de fontes. Antes trabalhou na
Top Digital, elaborando relatérios de conformidade, e na CEMIG Telecom
com redes SDH.

rid on;
Igegend(‘PcAIC', 'PseAlC','PcBIC', 'PseBIC', 'PcMDL', . . N
'PseMDL); Dayan Adionel Guimardesnasceu em Carrancas,
MG, em 01 de margo de 1969. Possui os titulos:
Técnico em Eletronica (ETE FMC, 1987),
. Engenheiro Eletricista (Inatel, 1994), Especialista
REFERENCIAS em Engenharia de Comunicacio de Dados (Inatel,
[1]1 B. Nadler, “Nonparametric Detection of signals by Information 2003), Especialista em Administracdo com énfase

em Geréncia de RH (FAIl, 1996), Mestre em

Theoretic Criteria: Performance Analysis and an Improved Estimator ! Ue |
Engenharia Elétrica (Unicamp, 1998) e Doutor em

IEEE Trans. Signal Progvol. 58, 5, pp. 2746-2756, May. 2010.

[2] M. Wax and T. Kailath, “Detection of signals by information theoreti Engenharia Elétrica (Unicamp, 2003). De 1988 a
criteria”, IEEE Trans. Signal Processol. 33, 2, pp. 387-392, Apr. 1993 desenvolveu sensores e equipamentos para instrumentagao industrial e
1985. controle e também foi Supervisor de Produgéo e Supervisor de Engenharia de

[3] E. S. Kritchman and B. Nadler, “Non-parametric Detection of th&rodutos na SENSE Sensores e Instrumentos. Desde janeiro de 1995 é
Number of Signals: Hypothesis Testing and Random Matrix TheoryFrofessor do Inatel onde, por oito anos, foi responséavel pela estrutura que da
IEEE Trans. Signal Praovol. 57, 10, pp. 3930-3941, Oct. 2009. apoio as atividades de ensino pratico nas éareas de TelecomunicacGes,

[4] S. Kritchman and B. Nadler, “Determining the number of componenfletronica e Eletrotécnica. Suas pesquisas incluem aspectos gerais sobre
in a factor model from limited noisy dataZ|sevier, Chemometrics and Transmiss&o Digital e Comunicacdo Mével. Seu mais recente interesse situa-
Intelligent Laboratory Systempp. 19-32, June 2008. se na aplicacéo de técnicas de, Otimizagdo Convexa em Telecomunicacdes,

[5] R. K. Swamy, S. R. Murty and B. Yegnanarayana, “Determinin@SsSunto de seu programa de P6s-Doutorado na UFSC, realizado em 2010. E
number of speakers from multispeaker speech signals using excitati§gmbro do Conselho do Mestrado do Inatel e do Corpo Editorial da revista
source information”EEE Sig. Processvol. 14, 7, pp. 481-484, July Telecomunicacdes (Inatel). Hoje ocupa a posicéo de Professor Titular do
2007. Inatel em regime de dedicagao por tempo integral.

[6] M. Chiani and M. Z. Win, “Estimating the Number of Signals Observed
by Multiple Sensors”, International Workshop on Cognitive Rausley Adriano Amaral de Souzanasceu em
Information Processinglune 2010. Passos, MG, em 08 de margco de 1972. Possui

[7] E. Fishler M. Grosman and H. Messer, “Determining the Number o graduacdo em Engenharia Elétrica pelo Inatel -
Discrete Alphabet Sources from Sensor DatlJRASIP Journal on Instituto  Nacional de Telecomunicagdes (1994),
Applied Signal Processingp. 4-12, 1, Jan. 2005. s Mestrado em Engenharia Elétrica pelo Inatel (2002) e

[8] E. Fishler and H. V. Poor, “Estimation of the Number of Sources ir - Doutorado em Engenharia Elétrica pela Unicamp -
Unbalanced Arrays via Information Theoretic CriteridZEE Signal Universidade Estadual de Campinas (2009).
Proc, vol. 53, 9, pp. 3543-3553, Sept. 2005. Atualmente é professor adjunto do Inatel. Atuou por

[91 A. Ghasemi and E.S. Souza, “Spectrum Sensing in Cognitive Rad seis anos como coordenador adjunto para o programa
Networks: Requirements, Challenges and Design Trade-oHEE de pés-graduagdo Lato Sensu do Inatel. Atuou como
Communications Magazineol. 46, 4, pp. 32-39, Apr, 2008. professor adjunto da Faculdade de Medicina de Itajub&. J& publicou artigos

[10] N. Arkind and B. Nadler, “Parametric Joint Detection-Estimation of them revistas do IEEE e em congressos internacionais. Tem experiéncia na area
Number of Sources in Array ProcessingSensor Array and de Engenharia Elétrica, com énfase em Telecomunicagbes, atuando
Multichannel Signal Process. Workshop, IEBR. 269-272, Oct, 2010. principalmente na &area de comunicagfes sem fio. Tem experiéncia na

[11] A. Bruckstein, T. J. Shan, and T. Kailath, “The resolution ofindistria nas &reas produtiva e de suprimentos. Suas pesquisas incluem
overlapping echoes”, IEEE Trans. Signal Proc., vol. 33, 6, pp. 135@spectos gerais sobre Transmiss&o Digital, Comunicagdo Mével e canais com
1367, Dec. 1985. desvanecimento. Seu mais recente interesse situa-se em técnicas de

[12] P. Stoica and Y. Selén, “Model-order selection: a review of informatiosensoriamento espectral para sistemas de Radio Cognitivo.
criterion rules”,IEEE Trans. Signal Procvol. 21, 4, pp. 36-47, July
2004.

[13] C. W. Helstrom, Elements of signal Detection & EstimatipRrentice-

Hall, Inc., 1995.

[14] H. Akaike, “Information theory and extension of the maximum
likelihood principle’ Proc. 29 Int. Symp. Inform. Theory, suppl.
Problems of Control and Inform. Theopp. 267-281, 1973.

[15] H. Akaike, “A new look at the statistical model identificatiphEEE
Control Systems Societyol.19, 6, pp. 716-723, Dec. 1974.

[16] G. Schwars, “Estimating the dimension of a mod@he Annals of
statistics vol. 6, 2, pp. 461-464, 1978.

[17] J. Rissanen, “Modeling by shortest data descripfioAtitomatica
vol.14, pp. 465-471, 1978.

[18] P. Grunwald, “A Tutorial Introduction to the Minimum Description

Length Principle”,Centrum voor Wiskunde en Informatica, Kruislaan,
AmsterdamApr. 2005.





